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1.- INTRODUCCION.

El Calculo Integral, que es una de las mas importantes y complejas partes del
Andlisis Matematico tiene su origen en el estudio del area de figuras planas. Las
férmulas para el calculo de las areas de triangulos y rectangulos eran ya conocidas en la
Grecia Clasica, asi como la de los poligonos regulares previa descomposicion en
triangulos.

El problema se plantea a la hora de calcular areas de figuras limitadas por lineas
curvas. Euclides (300 a.C.) sigue los trabajos de Eudoxio (400-355 a.C.) para calcular el
area del circulo por el método de exhaucion, es decir, inscribiendo en €l sucesivamente
poligonos con més lados. La suma de estas areas se aproximaba cada vez mas al area
del circulo, estando en el “limite” el valor exacto

Arquimedes (287-212 a.C.) hallé6 también el area encerrada por un arco de
parabola y la cuerda correspondiente, cosa realmente dificil en aquel tiempo, ya que no se
disponia del algebra formalizada ni de la geometria analitica. EI método utilizado era el de
agotamiento, esto es, se encaja el area entre dos poligonos, uno inscrito en la region y
otro circunscrito a la region.

Desde los griegos hasta el siglo XVII poco se hizo con relacion al calculo de areas
y volimenes de figuras limitadas por lineas o superficies cerradas. Pascal, Fermat y
Leibniz comienzan un estudio engarzado con el calculo diferencial; asi pues, aunque
histéricamente se estudian los primeros elementos del calculo integral antes que el
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diferencial, en el siglo XVII se estudian y configuran a la par, relacionandose por medio de
muchos e importantes resultados.

En esta primera de las dos unidades que dedicaremos al calculo integral, nos

centraremos en el Calculo de Primitivas, herramienta necesaria para la segunda unidad,
en la que aplicaremos lo visto en esta para el calculo de areas.

2.- PRIMITIVA DE UNA FUNCION

Definicion 1: Sean f(x)y F(x) dos funciones reales definidas en un mismo dominio D.

Se dice que F es una primitiva de f si se cumple que F (x) =f (x) Ux OD.

Ejemplo 1: Sin mas que recordar la tabla de derivadas, es evidente que:

a) F(x)=senx es una primitiva de f (x) =cosx en R.

b) F(x)=Inx es una primitiva de f(x)=% en (0,+o).

Proposicion 1: Si F(x) es una primitiva de f(x), entonces F(x)+C es también una
primitiva de f (x) OCOR.

Proposicion 2: Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una funcion f(x), entonces

G(x)=F(x)+C. Es decir, dos primitivas de una misma funcién se diferencian en una
constante.

Nota 1: Segun hemos visto en la proposicion anterior para hallar todas las primitivas de
una funcién f(x), basta calcular una primitiva concreta F(x), ya que las infinitas

primitivas de dicha funcion seran todas las de la forma: F(x)+C, con C una constante
cualquiera.

3.- INTEGRAL INDEFINIDA. PROPIEDADES

Definicion 2: Se llama integral indefinida de una funcién f(x) al conjunto de todas las

primitivas de f (x). A dicho conjunto lo representaremos por J’f (x)dx.

Ejemplo 2: Sin mas que recordar el ejemplo 1, se concluye que:

a) Icosxdx:senx+C. b) Ildx:|n|x|+c. c) J’exdx:eX+C
X

Proposicién_3: (Linealidad de la integral indefinida)

a) I(f (x)+g (x))dx :If (x)dx iJ’g(x)dx

b) I/If (x)dx :/IIf (x)dx OAOR
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. ] 2 O _ B 1 Cay
Ejemplo 3: Jﬁ7 COSZXBiX—7J’dx ZICOSZXdX—7x 2tgx +C

Nota 2: Para evitar errores graves en los célculos, conviene tener en cuenta que, en
general:

a) I(f(x)ﬁg(x))dx # [ (x)dx g (x)dx b)J' f(x) dx;tIf x)

g(x) J’g (x)dx

4.- INTEGRACION INMEDIATA

Como ya hemos podido comprobar en lo visto hasta ahora en la unidad, el
problema de determinar la integral indefinida de una funcién se reduce al de hallar una
primitiva, es decir, al de calcular una funcién cuya derivada sea la funcién a integrar.

Antes de empezar con los métodos y, a modo de curiosidad, debemos saber que
no todas las integrales se pueden expresar como una funcién elemental. Algunos

senx e”
Isenx Ie ‘dx J’;dx entre otras.

ejemplos de éstas son: I

Realmente son pocas las integrales que se pueden abordar con un Unico método.
Por el contrario, es muy normal que debamos combinar varios de los métodos que
veremos en lo que resta de unidad para integrar una funcion. Todos los métodos que
abordaremos tienen como objetivo final transformar la integral inicial en otras hasta llegar
finalmente a integrales inmediatas. Por ello, el primer método de integracién y base de
todos los demas de los que veremos a continuacién, es el de integracion inmediata, esto
es utilizar “al revés” la tabla de derivadas de las funciones elementales vista en la unidad
anterior y que resumimos a continuacion:

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

J’dx=x+C J’/ldx=/1x+C
Ix“dx = :l:11+C On#-1 J'ldx =In|x|+C
—d C dx = ¥x
I X = Jx + Inr X
Xdx =e* +C _ a*
Ie Xx=e"+ J’a dx = — +C
J’senxdx:—cosx+C Icosxdx:senx+C

ICO;LZ < dx :J'(1+tg2 x)dx :Isec2 xdx =tgx+C J’%d(ﬂ(ﬂ@gzxp(:focﬁxok:—aigxm

senx COSX

I dx =secx+C I -—dx =—-cosecx +C
cos’ X sen” x

I 1:(2 dx =arcsenx +C I

sdx =arctgx +C

1+ X
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Antes de comenzar con todos los métodos de integracién, conviene recordar
(porque las necesitaremos en muchas integrales), ademas de las propiedades de los
logaritmos vistas en la unidad anterior, las principales relaciones trigonométricas que

resumimos en la siguiente tabla:

RELACIONES TRIGONOMETRICAS

sen’x +cos’x =1

1+tg®x =sec?®x

1+cotg® x = cosec?® X

senx COS X
= cotgx =

tg x
COS X senx

SecX = cosecXx =

COS X senx

sen(x +y) =senx [tosy +cosx [Beny

sen(x —y) =senx [tosy —cosx [$eny

cos(x +y) =cosx [tosy —senx [seny

cos(a—-b) =cosaltosb +senasenb

tga +tgb

tg(a+b) :W

)_ tgx —tgy

tglx—-y)=
g( 1+tgx gy

<

sen2x =2senx [E0s X

cos2x =cos? x —sen® x

2tg X

tg2x = ————
J 1-tg® x

X 1-cosx
tg—= /—
2 1+cosx

senx 3eny :%(cos(x ~y)-cos(x +y))

cosx [tosy =%(cos(x —y)+cos(x+y))

senx [tosy :%(sen(x +y)+sen(x —y)) cosx (3eny :%(sen(x +y)-sen(x —y))

Nota 3: En muchos casos de integrales trigonométricas, resulta muy Uutil reducir los
exponentes pares. Esto se consigue despejando en la formula del coseno del angulo
doble, obteniéndose las relaciones:

a) sen?x = 1-cos2x b) cos? x = 1+cos2x

2 2
Nota 4: (Integracion por descomposicion) Aunque la aplicacién de las propiedades de
linealidad de la integral vistas en la proposicion 3 no es realmente un método de
integracion considerado como tal, es uno de los métodos mas utilizados o combinados
con otros, proporcionandonos, en muchos casos, soluciones sencillas a determinadas
integrales. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 4:

a) J’tgzxdx :J’(1+tgzx—1)dx :I(1+tgzx)dx—Idx =tgx -x+C

b) dx sen’ x +cos” x dx = dx o dx
Isen2 x [€0s? X I sen? x [tos? X -[cos2 X Isen2 X

=tgx —cotgx +C
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X2 1+ x? o dx _
C).[1+x —I i x-J’dx—Il+X2—x arctgx +C

dx:g X +C
7

1, 1.1, 2_1
R EN-R ] NS PN~

e) J'COSZde:I%d ——(Idx+'[0032xdx)—1§< —IZCOSZdeE'-—x+1sen2x+C

Como se puede ver en el ejemplo, la estrategia de sumar y restar una misma
cantidad, al igual que la de multiplicar y dividir por una misma cantidad, resulta bastante
atil en determinados casos y ayuda a simplificar el calculo de determinadas integrales.

Se proponen las actividades 1y 2.

5.- INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Aunque el método de integracidn por sustitucion o cambio de variable se aplica en
numerosas situaciones, su origen esta en la regla de la cadena utilizada en la derivacion.

En efecto, si f(x) es una funcién cuya primitiva es F(x), entonces, F(g(x)) sera una

primitiva de f(g(x))g’(x), sin mas que utilizar la regla de la cadena, porque
(Fla(x)) =F(a(x))a’(x)=f(g(x))g'(x). con o que [f(g(x))g’(x)dx =F(g(x))+C.
t-9( )

dt =g

el objetivo de simplificar dicha integral, es decir, el cambio de varlable es un buen método
cuando se obtiene una integral mas sencilla de resolver que la primera. En principio la
dificultad para aplicar este método radica en saber qué cambio hay que hacer. Esta
dificultad la salvaremos con la practica y algunos cambios recomendados que veremos
mas adelante.

En la practica utilizaremos la notacion: If (g(x))g’(x)dx =

If dt con

Ejemplo 5:
t =senx
a) Isen4 Xcosxdx = J’t“dt — +C -Leemx+c
dt =cosxdx 5 5
t=3x+1
1 1
b) fe***dx = = (e Bd— eldt == e +C==e¥*"+C
)I dt—3dxadx—$ I I 3
X 1 dt 1 1
Cc) [(———dx = = —arcsent +C = =arcsenx® +C
) J-\/l-x“ |t = 2xdx ZI / 2
- t = x® —5x2
)I 3710 o\ o Sl =Inft|+C = In‘x -5x ‘+C
x® —5x? dt = (3x* —10x)dx t

Se propone la actividad 3.
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Nota 5: (Integracion de funciones racionales de exponenciales) En las funciones

racionales de exponenciales se suele utilizar el siguiente cambio que las transforma en
t=a"

una racional: IR (ax)dx = dt |- Veamos un ejemplo:

dt =a*Inadx - dx =——
tina

—e* t=e ~t gt _ tdt

Ejemplo 6: dx =
I e +1 dt=e dequ_T It +1 t t+l It 1 1+t

e fre = (e 1 aregt = Znfe” 1) -artge’ v

6.- INTEGRACION POR PARTES

Por la regla de derivacion del producto, sabemos que (u Ev)’:u’m' +uly’. Si
utilizamos la notacion diferencial, tendremos que d(u¥)=v [du+uldv . Integrando en

ambos miembros, obtenemos u [¥ :J'v [du +J’u [dv . Asi pues, despejando, se obtiene la

formula de integracion por partes J’u mV:uW—J'V [du| . Lo que conseguimos

aplicando esta formula es transformar una integral en otra. Esto facilitara el calculo
siempre que la segunda sea méas sencilla que la primera. En muchos casos, ha de
aplicarse el método mas de una vez o combinarlo con otros métodos.

Ejemplo 7:
Uu=X - du=dx

a) Ix@xdx: = xe* —Iexdx:xex—eX+C:ex(x—1)+C
dv =e’dx - v =¢*

- -1
b) Ilnxdx= u=Inx _>du—xdx =x|nx—J’dx=xInx—x+C=x(|nx—1)+C

dv =dx - v=x

Se propone la actividad 4

7.- INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

La integracion de funciones racionales es, en general, una tarea larga y, a menudo,
complicada. En esta seccion veremos Unicamente los casos mas sencillos para iniciarnos

P(x)
Q(x)

con raices reales. Para mejor comprension, distinguiremos dos casos:

dx siendo Q(x) un polinomio

en este tipo de integrales. Esto es, integrales del tipo I

Caso 1: gr (P (x)) <gr (Q(x))
1°) Supongamos que las raices de Q(x) son a,,......a, con multiplicidades m,,....m,
Entonces, la fraccién se puede descomponer en fracciones simples en la forma siguiente:

P (X) — An + AL + A1m1 Ay + Az + Anmn

Q(x) (x-a) (x-a) ~(x-a)™ (x-a,) (x-a,)" (x-a,)"
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2°) Sustituyendo en la integral y aplicando la linealidad de la integral, obtenemOS'
P (X) A11 A12 Alm 1 2
= + o [———+. + nt__ 4 A, +.
'[Q(X) I(X_al) I(X—al)z I(x—al)ml I(x—an) I (x -a, I (x-a,)™

3°) Resolvemos por separado cada una de estas integrales, que son inmediatas.

Caso 2: gr (P(x))zgr (Q(x))

:C(x)+m, con

Q(x)

, siendo C(x) el cociente y R(x) el resto. El primer

En este caso, efectuamos la division y obtenemos la igualdad:

lo que J'Q IC I )

sumando es |nmed|ata (pollnomlca) y el segundo sumando se resuelve procediendo como
en el caso 1.

Q(x)

Veamos esto con mas claridad con algunos ejemplos:

Ejemplo 8:
X-2
a)I ——adXx
X+ X
* Lo primero que observamos es que el grado del numerador es menor que el del

denominador, asi pues, no es necesario dividir. Pasamos directamente a descomponer en
fracciones simples el integrando:

« Factorizamos el denominador: x* +x = x(x +1)
x-2 _A, B _ A(x+1)+Bx

s :;+X+1= () R x—2=A(x+1)+Bx

* Descomponemos:

* Llegados a este punto, se puede proceder de dos formas para determinar Ay B:

+B=1 =2
o lgualando coeficientes: x =2 =(A+B)x+A - EA 5 A
n=2 B=3

X=0--2=A
0o Sustituyendo en dos valores: D -
(Xx=-1--3=-B %—3
« Entonces: )(2—_2:_—2+ 3 [ X2_2 dx:J’_—de+I 3 dx =-2In|x|+3In|x +1+C
X“+Xx X x+1 X+ X X X+1

b) dx

I —4x? +4x

* Lo primero que observamos es que el grado del numerador es mayor que el del
denominador, asi pues, es necesario dividir:

x* -1 12x* -16x -1
« — ~  — =x+4+
X3 —4x? +4x X3 —4x? +4x
 12x2-16x-1_A_ B C _A(x-2) +Bx(x-2)+Cx
« Descomponemos: — . =—+ + = .
X*=4x“+4x X XxX-2 (x—2) x(x—2)

Matematicas Il. 2° de Bachillerato A. Prof.: Santiago Martin Fernandez Pagina 7
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=0 - -1=4A - A=
4
E 15
 Sustituyendo en tres valores: [(x =2 - 15=2C - C :?
O
i =1.-5=A-B+C . B=_1+2,5-49
EX 4 2 4
* Entonces:
x* -1 12x* —16x -1 1/4 49/4 15/2
—————dx =[(x+4)dx+[————=[(x+4)dx — dx + dx+[———dx =
Ix3—4x2+4x -r( ) Ix3—4x2+4x I( ) Ix Ix—z I(x_z)z
x? 1 15

=X s ax=2injx|+ injx -2|-
2 4 4 2

(x-2)

Se propone la actividad 5

8.- INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La integracién de funciones trigonométricas es, en general, un proceso largo y
laborioso. Los métodos que se pueden utilizar son diversos, aunque destaca la utilizacion
de determinados cambios de variable que veremos a continuacion. Como norma general,
cuando nos encontremos con una integral trigopnométrica, podemos recomendar probar
con lo siguiente (en ese orden):

1.- Simplificar el integrando lo méximo posible utilizando las relaciones trigopnométricas.
Suele ser util, a menudo poner el integrando en funcién de seno y coseno.

2.- Observar si es inmediata o si se puede transformar por descomposicién en integrales
mas sencillas utilizando las relaciones trigonométricas.

3.- Si después de probar con lo anterior no se resuelve de manera sencilla, escribirla de la
forma f(senx,cosx), siendo una funcién en la que aparecen operaciones elementales

(suma, resta, producto, cociente, potencia) y se recomiendan los siguientes cambios de
variable:

- Silafuncién es impar en seno, es decir, si f (-senx,cosx) = -f (senx,cosx)

. . . t =CcosXx
En este caso, se recomienda el cambio de variable

dt = —senxdx
t =cosx

H . 3 —_
Ejemplo 9: J’sen xdx = dt = —senx dx

:J’sen2 x Ben x dx :‘[(1—0052 x)senxdx =

:J'(l—tz)(—dt) :I(t2 ~1)dt =5 -t+C=

« Sila funcién es impar en coseno, es decir, si f(senx,—cosx) = -f (senx,cosx)

. . i t =senx
En este caso, se recomienda el cambio de variable

dt = cos xdx
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- Silafuncion es par en seno y coseno, es decir, si f (~senx,—cosx) =f (senx,cosx)

en’x = t -
t=tgx - ] 1+t
En este caso, se recomienda el cambio de variable %032 X = 1 1 .
+1
_dt
1+t2
1+g2x=sec? x= 1
X 1 sen®x=1-cos® x 5 1 t2
Veamos la demostracion: 1+t 1+t 1+t
dt
Por otra parte: t =tgx — x =arctgt - dx = e

No obstante, conviene tener en cuenta que utilizando las identidades de la nota 3, se
pueden simplificar muchas integrales de este tipo, sobre todo en el caso de que el
integrando no sea una fraccion sino un producto de potencias pares de senos y cosenos.
La dificultad varia en cada caso. Veamos dos ejemplos bien distintos:

Ejemplo 10:
o t?
en’x = —
t=tgx —» O 1+t
a) Utilizando el cambio de variable: Isen2 x cos® xdx = %os2 X = 1+1t2 =
« = dt
1+t?

t2 1 dt 2

t : . . .
:I > E— 5 :J’ 7dt , que es una integral racional sin raices reales en el
1+t 1+t 1+t (1+t2)

denominador que ni siquiera hemos visto codmo resolverla en el tema.

- , - +
b) Si utilizamos las formulas de la nota 3: J'sen2 X cos® x dx :J’l cos2x 1+cos2x dx =

2 2
:1‘[(1—0032 2x)dx :1'[sen2 2x dx =1J’de :EI(l—cos4x)dx -1, —isen4x +C
4 4 4 2 8 8 32

c) Incluso hay una forma mas facil: Isen2 X COS” X dx = %I4sen2 X cos’ x dx :%Isen2 2x dx

A partir de ahi, se puede seguir como en el apartado b.

Ejemplo 11:
B N dt
dx t =tgx - sen x—1+t2 —
a) Utilizando el cambio de variable: J' — = :J'1+—4t =
sen'x |, _ dt t

X_1+t2 (1+t2)2
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2 2 -3 -1 _
1+t —I(%+t—4)dt =[(t +t2)at SRS S S NS
tt ot -3 -1 3tg°x  tgx
o . d d 4d
b) Si utilizamos las férmulas de la nota 3: I )i =I X :I X >, cuya
sen‘x Ji-cos2xd J(1-cos2x)

2
resolucion es bastante mas larga y compleja que con el cambio de variable.

« Cambio general o universal

El siguiente cambio es valido para cualquier caso. No obstante, al ser algo mas complejo,
conviene reservarlo para cuando no se pueda resolver la integral con los anteriores.

enx = 2
X ES 1+t?
t —th - [
El cambio es: B;osx - 1-t°
1+t2
_2dt
1+t?
., X 1-cosXx 1-cos X
Veamos la demostracion: t =tg— = /— StP=—" t2(1+cosx) =1-cosx —
2 1+cosx 1+cosx

1-t2 m-t2 O
S t2+t2cosx =1-coSX — cosx(1+t2):1—t2 — COSX = ~  senx = 1—F =
1+t +1°

_ 1+t4+2t2—1—t4+2t2= 4t? _ 2
(1+2) (1+22)" 1+t

. X X 2dt
Por otra parte, sit =tg — - — =arctgt - x =2arctgt — dx =
P g 2 2 g g 1+1t2
0 2t
X Fpen 1+t2 2dt 2
dx (=195~ 0 2 12 vy dt
Ejemplo 12: [————= = dt =
I3+5005x % 1+t IS+5 8 — 2t? I4—t
2dt 1+t 1+t2
dx = >
1+t
X
tg—-2
Descomponemos —
:—J’2 = 1J’ = _d _1 £:1|n2—+c_
t—4 4Jt-2 4t+2 4 t+2| 4 tX2
95"‘

Nota 6: Hay un caso particular de integrales trigonométricas, que son las del tipo
Isenax [tos Axdx, Isenax [$en gxdx , ICOSa'X [tos Axdx Yy cuya resolucion es un tanto
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particular, ya que se utilizan las relaciones trigopnométricas que vimos en el punto 4.
Concretamente son las siguientes:

sen(x +y) =senx [tosy +cosXx [Beny sen(x —y) =senx [tosy —cosx [Beny

cos(x +y) =cosx [tosy —senx [eny cos(a—-b) =cosaltosb +senasenb

Se trata de buscar dos es estas relaciones que tengan en comun el radicando y sumar o
restar, segun sea mas apropiado. Veamoslo de forma mas clara con un ejemplo:

Ejemplo 13: Isean [cos5x dx

Buscamos dos de las relaciones en la que aparezcan. En este caso es evidente que son
las de la primera fila.

_ _ Bsen(5x +2x) = sen5xcos 2x +cos5x sen2x
Basta aplicar las igualdades: [ .
£sen(5x —2x) = sen5x cos 2x —Cos5x sen2x

Si restamos, obtenemos: sen7x —sen3x =2cos5xsen2x.
. 1 -1 1
Asi pues, Isen 2x [¢os5xdx = —I(sen X - sen3x)dx =—CcosS7/x+—=cos3x+C
2 14 6

Se propone la actividad 6

9.- INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES

En general, aunque la palabra irracional se refiere a algo mucho mas extenso,
cuando hablamos de integracion de funciones irracionales, entenderemos que nos
referimos a integrales en las que la variable x se encuentra dentro de una raiz.

Este tipo de integrales es uno de los que presenta mayor complejidad al nivel que
nos movemos en Bachillerato y son muchos los casos que se nos pueden presentar. Por
lo general y, en las integrales que nos encontraremos en este curso, suele funcionar
alguna de las siguientes estrategias, que recomendamos probar en este orden:

1°) Hacer un cambio de variable, llamando al radicando t", siendo n el indice de la raiz.
En el caso de que haya varias raices en el integrando, tomaremos como n el minimo
comun multiplo de los indices.

2°) A veces, aungue son escasas, suele funcionar también un cambio de variable
llamando t al radicando sin mas.

3°) Para determinadas integrales, se pueden hacer los siguientes cambios de variable de
tipo trigonométrico:

. IR(x,\/az -x?)dx - x =asent o bien x =acost

. IR(x,\/az +x%)dx -~ x =atgt
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA
IR(X,\/XZ -a%)dx - x =asect

Como siempre R(x,v/x? —a®) representa una funcion racional.

Veamos algunos ejemplos:

1+ f X =t 1+t 50 dt O_
Ejemplo 14: = = o ﬁ2dt— B[(t+2)dt+2j’t—_15—
=t —4t—4|n|t—11+c=—x—4&—4ln‘&—ﬂ
o1 1 -1 —1ﬁ
NG 1+2x =t° t2

Ej lol

jemplo 15: Imd - 2 I Elgz—dt It( )

2dx = 3t°dt

3 3a° 2t° t O 3,2 ° 2t° 10
=_ =_ — =t - h | =
SI( +t)dt 8%5 = 2 EJrC 5 %5 = += [|+C (desahemos el cambio) =

_3, /7 1+2x)" 2(1+2x) 10U
—g 1+2 %( 5 +Eﬁ+c

X =2sent

Ejemplo 16: I\/4 x2dx = dx = 2costdt

I\/4 —4sen®t [2costdt = 4I\/1—sen2t [costdt =

4Icos t dt —4Iﬂdt :ZI(1+0032t)dt =2t+sen2t+C =2t +2sentcost +C =

2 /
=2t +2sent 1—sen2t:2arcsen§+x ;/1—%+C 2arcsen)2(+X4—X+C

2
Se propone la actividad 7

10.- ACTIVIDADES

ACTIVIDADES INTERCALADAS EN LA TEORIA

Actividad 1: Efectla las siguientes integrales inmediatas:

a) J’2dx b) I\/de C) IZxdx d) J’xdx e) J’3xdx f) J’%dx 0) Ix5dx

h) [-6x‘dx i) Ix—l3dx D) J';_de ) [(x+2)"dx m) [ dx
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

n) I—%dx f) I%dx 0) I?/Fdx 9) I%dx q) I2>?16 r)IZcosxdx S) Ie“ldx

t) fe”dx ) sen ok + 2 Hix v) [tgx Becxdx w) [3*dx x) [tg®2xdx y) [tgxdx
I Jengero g v | I I J

Actividad 2: Halla el valor de las siguientes integrales por descomposicion:

a) [(3x° -5x* +4x-T)dx  b) J’7X4'5X:2+3X_4dx o) Iﬁ%—lﬁjx d) Ixx_szdx
J,\/;+\/57 f) IX +1 g) J‘(Bx_scotgx)dx h) Il—cosxdx
i) I(Scosx +3X)dx k) Iii ;Zldx ) I—sx X 6)1(+5dx

Actividad 3: Halla el valor de las siguientes integrales mediante un cambio de variable:

3X2 +2 d b 2X d 1 d d 2 B}X3_2d
Wheza™ Ve gTee® e
2x° -3x?
e) I (2x -3) (x —3x) dx f) J’—dx )len . h) J’sen3xcosxdx
i) Ixcos(sz —1)dx )] I5mx K) J’(1+ex)ex+1dx ) Iln_xd
COS X N x3dx Senx - cosx
m) Il+ sen?x ) J’w/l_gx“ ) J’cosz(x“ +1) °) Isenx +cosde
1 1+tgx sen«/_ X
o™ Mesx™ Tk e

Actividad 4: Halla el valor de las siguientes integrales aplicando el método de integracion
por partes:

a) J’xcosxdx b) Ix?’lnxdx C) Ixarctgxdx d) Iexsenxdx e) Iexcosxdx
f) J’xzsenxdx ) J’arctgxdx h) J’arcsenxdx i) Iln(x +x/1+x2)dx

Actividad 5: Halla el valor de las siguientes integrales racionales:

X3 +4x% -10x+7 3x?-5x +1 2X +5 X -3
a)J’ 7% -6 dx b) I—x3 dx C)I(x dx d)IXS—XZ—X+1dX
3x-2 x*+1 x+1
_ S9X7e d X L
f)'[ x+1) (x - 1)dx g).rx?’+x2—5x+3 X )Ix +6x? +9xdx
dx
I)Ix +3x2 -3 J)I -5x2 +8x 4dx )I —-5x? +8x 4dX
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

Actividad 6: Halla el valor de las siguientes integrales trigonométricas:

dx dx dx
a) [sen®xcos? xdx b ) [——— d
)I )Isenx Isenxm:os3x )I4cosx+33enx+5

dx dx

e) [—— f sen’ x [totg® x dx
)Isenx+cosx )Igcos X —sen®x g)J’ J
sec? x sen® x .
h) [————dx ——dx sen’ x dx k) fcos®2xdx
Icosec X Iz+cosx J)I ) .r
) Isen 5x $enx dx m) J’cos 4x [€os6x dx n) J’tgg x Bec? x dx

Actividad 7: Halla el valor de las siguientes integrales irracionales:

2 [ puz dx \2x \/
a)Ix\/4 4x°dx b)'[m J’ \/’S-FT d)I

/x+1 a—y dx . + X
f)I ﬁdx g)J. 4_9X dX h) Im |) J‘mdx

ACTIVIDADES DE DESARROLLO

Actividad 8: Halla el valor de las siguientes integrales:

6X Earcsenx dX
—d
)Ix +3x%+1 X )I J1-x2 a C)I3+23enx+cosx

e) I3x [&* dx f) Ix Y1+3x*dx Q) Isenz(x +1)cos? (x +1)dx h)I

d) J’x E'Ben(x2 +4)dx

cos(Inx) i
X

) J’ez“lsen(Zx +1) dx ) J’(1+ ex)3 [&* dx k) Isen 6x [Eos3x dx

e + \/— B 2 sen(lnx)
m) [~———=— 7 dx n) I(x—l)\/x——l dx n)IX3X+de 0) Imdx

—_ eX
p) Ilnmaix o) I\/1+c052x dx r Imdx S) J’x3 sen(x —3)dx
7 dx dx x+1
I5+cosxdx u)J’x\/4+x2 V)Ixsenz(lnx) W)J’x*”+x2—6xdx

X) J’de y) J’(x—l)arctgxdx 2) J’jljr_idx

Actividad 9: Halla la funcién cuya derivada sea la siguiente y que pase por el punto dado:

a) f’(x) =e* pasando por el punto (0,1)
b) g’(x) =(x-1)° pasando por el punto (0,0)

Actividad 10: Determina la funcion f tal que f”(x)=-2sen2x ; f(0)=1 y f(x/2)=0
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

x*=-x®-x-1

Actividad 11: Calcula la funcion f definida en (1,+) cuya derivada es y’' = ~———
x® - X

y cuya gréafica pasa por el punto (2,In 4) .

Actividad 12: Halla razonadamente la expresion de una funcién f de la que se sabe que
su derivada segunda es la funcion g (x) =x +1, sabiendo también que su gréafica pasa por

el punto (2,1) y que la recta tangente en dicho punto es 3x -y =5

senx
cos® x

t =cosx . Después, halla el valor de la misma integral utilizando el cambio z =tgx. ¢Se
obtiene el mismo resultado? Explica qué es lo que ocurre.

Actividad 13: Calcula el valor de la integral I dx haciendo el cambio de variable

Actividad 14: Encuentra la familia de curvas cuyas pendientes de las rectas tangentes a
las mismas en cualquier punto de abscisa x vienen dadas por la funcion f(x) =xe*. De

entre todas ellas, determina la que pasa por el punto A(0,2).

ACTIVIDADES DE SELECTIVIDAD

Actividad 15: (2003) Sea f :(0,+») - R la funcién definida por f(x)=(x -1)In(x) donde
In(x) es el logaritmo neperiano de x. Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el
punto (1,-3/2).

Actividad 16: (2003) Se sabe que la funcién f :(0,3) - R es derivable en todo punto de

-1 siO<x<2
su dominio, siendo f’(x) = EX _ y que f (1) =0.
FX+3 si 2<x<3

Halla la expresion analitica de f.

Actividad 17: (2003) Sea In(1-x?) el logaritmo neperiano de 1-x* y sea f:(-11) -~ R
la funcion definida por f(x) = In(l— xz). Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el
punto (0,1).

Actividad 18: (2004) Halla una funcion f:R - R tal que su grafica pase por el punto
M(0,1), que la tangente en el punto M sea paralela a la recta 2x-y+3=0 y que

f7(x)=3x%.

Actividad 19: (2004) Sea f:R - R la funcion definida por f(x)=(x-1)e**. Calcula la
primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (1, e2) .
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

Actividad 20: (2004) De la funcion f:(-1,+«) -~ R se sabe que f’(x) =ﬁ y que
X +

f(2)=0.

a) Determina f.
b) Halla la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (0, 1).

3 2 _
Actividad 21: (2005) Calcula la integral st +2X 102X +1dx
X =X=

Actividad 22: (2005) Calcula las siguientes integrales:

1
b) ‘[—'—(x +2)3 dx

Actividad 23: (2005) De la funcion f:R - R definida por f(x)=x’sen(2x). Calcula la
primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0,1).

a) Icos(Sx +1) dx C) Ixe‘“dx

Actividad 24: (2006) Calcula:

5x* -x —160 . ,
a) J’de b) I(2x -3)dg(x* -3x)dx siendo tg la funcion tangente.

Actividad 25: (2006) Sea la funcion f:R — R sabiendo que f”(x) =12x-6 y que la

recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisas x =2 tiene de ecuacion
4x -y -7=0.

Actividad 26: (2006) Calcula I(xz ~1)e ™ dx

Actividad 27: (2006) Sea f:[0,4] - R una funcion tal que su funcion derivada viene

gx si 0<x<3
=B
E2x-8 si 3sx<4

dada por f'(x)

a) Determina la expresion de f sabiendo que f (1) = %

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =1.

Actividad 28: (2007) Determina la funcion f:R - R sabiendo que su derivada viene
dada por f’(x) =x*+Xx—6 y que el valor que alcanza f en su punto de maximo (relativo)

es el triple del valor que alcanza en su punto de minimo (relativo).

Actividad 29: (2007) Dada la funcién f:R -~ R definida por f(x)= Ln(1+ xz), halla la

primitiva de f cuya gréfica pasa por el origen de coordenadas (Ln denota logaritmo
neperiano).
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

dx.

Actividad 30: (2007) Sea | =I 2 -
2-e

a) Expresa | haciendo el cambio de variable t =e*.

b) Calcula I.

Actividad 31: (2007) Calcula:

3x+4
a)IX2+1dx b) J’xcos(Zx)dx

Actividad 32: (2007) Determina la funcién f : R — R sabiendo que f”(x)=x* -1y que la
recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =0 eslarecta y =1.

Actividad 33: (2008) Considera las funciones f ﬁ)%ﬁa Ryg: (0,+oo) - R definidas

senx

-— v 9(x)=x*Inx (In denota logaritmo neperiano)
cos® x

por f(x) =

a) Halla la primitiva de f que toma el valor 1 cuando X :% (se puede hacer el cambio de

variable t =cosx).

b) Calcula Ig (x)dx .

X
V4 -9x*

gue cumple que F (O) =3. (Sugerencia: utiliza el cambio de variable t = gxz)

Actividad 34: (2009) Sea f funcion definida por f(x) = . Halla la primitiva F de f

Actividad 35: (2010) Sea f :(-2,+) - R la funcion definida por f(x)=In(x +2). Halla

una primitiva F de f que verifique F (O) =0. (In denota logaritmo neperiano).

5

1+e™

a) Expresa | haciendo el cambio de variable t> =e™™.
b) Determina I.

dx .

Actividad 36: (2010) Sea | :J'

para x#1ly x#0.

Actividad 37: (2010) Sea la funcién f dada por f(x)= "
X2 + X

Determina la primitiva F de f tal que F (1) =1.

Actividad 38: (2011) Sea f :(0,+%) - R la funcion definida por f(x)=x(1-Inx), donde

In denota el logaritmo neperiano. Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto
P(11).
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

Actividad 39: (2011) Determina la funcién f:(0,+e) — R tal que f"(x) =

X | =

y su grafica

tiene tangente horizontal en el punto P (1,1).

. x* +x?
Actividad 40: (2011) Calcula: ITzdx
X5+ X -

X

e

dx. Sugerencia: efectia el cambio de

Actividad 41: (2011) Halla: I
variable t =e*.

Actividad 42: (2012) Sea f la funcién f :R — R definida por f (x) =x?cosx. Determina la

primitiva de f que pasa por el punto (,0).

11.- SOLUCIONES A LAS ACTIVIDADES

Actividad 1:
5 x? 3x? x?
a) 2x +C b) v2x +C c) x2+C  d) =—+C € +C  f) =—+C
2 2 10
2 _ 5 _ X+25 _
g X+c e ) Lic jlic K 2 e S _+C
6 2X 2x 2(x-3)

5/,2
m) 2>‘3&+c n) 2Jx-5+C  f) 6\/§+C 0) 5X*7/7+C p)%ln|x|+C

1 1 O =0
ZIn|2x +6|+C r 2senx +C s) e +C t) —e?* +C u) —cos X +—+C
A 3 | | ) ) )5 ) S

xX+1

v) secx+C  w) 3 +C X %—X+C y) —In|cosx|+C

Actividad 2:

a) 32233 4ox? —7x+C b) L %3 —5x +3In|x|+i+C c) 1 xsc
4 3 3 X X

3

d) X?+x2 +4x +8In|x -2/ +C e) 3/;+§x 5x +C f) x +In|x|+C
3X2 ) 3x

o) 7—5In|senx|+c h) —cotgx —cosec x +C ) 55enx+I 3 +C

n

j) x—2arctgx +C K) gln(1+x2)—arctgx+c 1) %In‘sz—Gx +5‘+C
Actividad 3:

a) 2Jx®+2x+1+C b) arctgx® +C c) %arcsen3x +C d) %e”‘z +C
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

(X2 ‘3X) 1 -1 sen* x
e) ———+C f) ZIn|x* -2x® +1+C ——+C hy ——=+C
) 8 )2 ‘ 1‘ 9 In|x| ) 4
1 . 5" 1 2 1
i) =sen(3x*-1)+C +C k) Ze(1+e*) +C ) =In*|x|+C
) goen(3x°-1) D s ) zelre) ) 51
7 1
m) arctg(senx)+C n) ——=arcsen(+/3x*)+C i) =tg(x* +1)+C
) arctg(senx) )55 (V3x?) ) 5 t9(x* +1)
(1+tgx)*
0) —In|senx +cosx|+C p) 2arctg/x +C q) S +C r) —2cos~/x +C
s) —V1-x*+C
Actividad 4:
x*In|x| x* 2
a) cosx +xsenx +C b) A—X—+C C) X +1arctgx—5+c
4 16 2
e”(senx —cosx e*(senx +cosx
d) ( 5 )+C e) ( 5 )+ f) —x*cosx +2xsenx +2cosx +C

9) xarctgx—%ln(1+x2)+c h) xarcsenx —v1-x>+C i) xln(x +/1+ Xz)—\/l+X2 +C

Actividad 5:

1 -4x -11

a) X+7In|x+2|+2|n|x—3|—5|n|x +1|+C b) 3|n|X|+§—§+C C) 2(X+3)2 +C

1 1 3 5
d) In|x—]j+x—_1—ln|x+JJ+C e) Exz—aln|x—ﬂ+zln|x+ﬂ+c

Ll —1-1 __> e w-Bix-g-_1 .35
f) Zln|x 1 4In|x+]j 2(x+1)+C g)2x X 8In|x 1 2(X_l)+8In|x+3|+C

2 L 1 1 1
+C ) ZIn|x+]j+§ln|x—14+§ln|x+3|+c

3(x +3)

j) —In|x =1 +In|x -2/ +c k) x +In|x =1 + 4In|x - 2| -

h) éln|x|—éln|x +3| -

8 +C
-2
Actividad 6:

5 3 2
COS’ X COS° X In[1-cos x| —In(1+cosx sec? x
a) - +C D) | il |+C

5 3 2

2 \/_ n1+\/§+tga—% In
20

+C

c) Injsenx| —In|cos x| +

d)w+c
thEEI+3

) %(In|3+tgx|—In|—3+tgx|)+C h) _Zlcos4x+Ci) secx +cosx +C

1- \/§+tgazﬁ[|+c

2
i) 3In[2+cosx| + cos

X _2cosx+C j) —cosx+§cos3x—écoss+c
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UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

k) §x +£sen4x +isen8x +C ) Esen4x—isen6x +C
8 8 64 8 12
1 1 1 . 1
m) —senl0x + —=sen2x +C n) Zsec x—Esec x+C
Actividad 7:

ln\m B A AR E I

a) %arcsen X — %sen (4arcsenx)+C

243
_[ay2 [,2 _ [,2 _
c)%m d) v2x? -8 —/8arctg X2 4ic o) VX -4-2arctg® 4+c
X
f) In LA Y +(x +1)‘/—+1+C Q) arcsen3—x+— 4-9x* +C
x—-1 x-1 x—-1 2 2

h) InNVI=x +1-InVi-x -1 +C ) 2Xf—x+4&—4|n(&+1)+c

Actividad 8:
1 arcsenx X D
a) In‘x5 +3x2 +ﬂ +C  b) € [{x —cos(arcsenx))+C c) arctgﬁlﬂgggc

d) _?:I'(;os(x2 +4)+C e) 3e* (X—1)+C f) é(l+3x2) V1+3x* +C
9) g_s_lzcos(m( +4)+C h) sen(inx)+C i) %ez“l(sen(ZX +1)-cos(2x +1))+C
i) l(eX +1)4 +C k) _—10059x —ECOS3X +C 1) 2x:x +
4 12 6 3
m) 1—c1)x1«°/;+$xi‘/?+0 n) %(x—l)sz——1+C R) %In(xz +1)+C
0) %secz(lnx)+C p)(x =1)In|x =1 = (x +1)In|x +1]+C q) V2senx +C
r 1(|n x-3-x)+C s) 3(x* -2)sen(x -3) +(6x —x*)cos(x -3) +C

t) ﬁarctg%\ftgﬁgﬁc u) (In‘\/4+x —2‘ In‘\/4+x +2D+C v) —cotg(Inx) +C

w) —In|x|+iln|x—2|——ln|x +3|+C X) —3e* +4In(1+ex)+C
6 10 15
y) 1(x—l)zarctgx—ix—ln(x2 +1)+C 2) 2“X+1(x—8)+c
2 2 3
Actividad 9:
2 +e¥ x—1)° +1
a) f(x)= +39 b) g(x)=%

Actividad 10: f(x) :%sen 2% —Ex +1
T
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x?-3 1
—;+2In|x|—2In|x —]4

Actividad 11:

X3 2

Actividad 12: f (x) = +X7_ X _é

sec? x

Actividad 13: De la 12 forma sale

+C mientras que de la 22 forma se obtiene

tg® x . .
gT +C. No se obtiene el mismo resultado, cosa que es totalmente normal ya que
existen infinitas primitivas y es evidente que estas dos se diferencian en una constante ya
sec’x _tg®x _1+tg’x-tg’x _1

2 2 2 2

que

Actividad 14: La familia de curvas es f (x) = %(Zx ~1)e® +C y la que pasa por el punto A

es (x) =3 (2x-1)e™ +7

2
Actividad 15: F(x)= %X——xanx —%xz +X —%

02 O

Ox? 1 )

a——x+— si 0<x<2
Actividad 16: f(x):D2 , 2

07X ,3x-' s 2<x<3

B2 2

Actividad 17: F(x) = xln(l—xz) —2x+Inx +1~Injx -1 +1

Actividad 18: f(x)= XT +2X +1

Actividad 19: F(x)= %x —%ﬁszx +%e2
Actividad 20:
a)f(x):x‘+31+1 b) F(x)=-3In(x +1) +x +1

2
Actividad 21: 3%+4x +3In|x - 2| -3In|x +1+C

Actividad 22:

1 -2 3x+1
a) —=sen(bx+1)+C b +C c) - +C
) gsen(5x+1) ) — ) ot
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Actividad 23: F(x)= %((1—2x2)c032x +2X sen2x +3)

Actividad 24:

a) 5x —4In|x - 5|+ 3In|x +5|+C b) ~In|cos(x* ~3x)|+C

Actividad 25: f(x) =2x%-3x2-8x+13

Actividad 26: -e™(x +1)2 +C

Actividad 27:
X2 |
a)f(x)=Hs " St 0<x<3 b) 2x -3y +14 =0

H-x>+8x-7 si3<x<4

3 2
Actividad 28; f (x) =2+~ ~6x +7?1

Actividad 29: f(x)= xln(1+ x2) —2X + 2arctgx

Actividad 30:
2t dt
a)l=[— b) | =x-In|2-e*|+C
) -[t(Z—t) ) |
Actividad 31:
a) EIn(x2+1)+4arctgx +C b) xsen2x+0052x+c
2 2 4
x* X2
Actividad 32: f(x):———+1
12
Actividad 33:
1 x*Inx x4
a) F(x)= -1 b -2 4C
) ( ) 2cos? X ) 4 16

2

+3

Actividad 34: F(x)= %arcsen 3)2(

Actividad 35: F(x)=(x+2)In(x +2)-x-2In2
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Actividad 36:

_ . -10
a) | _I—t(t+1)d

Actividad 37:

Actividad 38:

Actividad 39:

Actividad 40:

Actividad 41:

Actividad 42:

UNIDAD 3: INTEGRAL INDEFINIDA

t b) I =-10InVe™ +10In(1+ x/e‘x)+C

F(x)=In|x|=In|x +1]+1+In2

3x> x’Inx 1
P =

f(x)=x|nx—x+2

2
X—+gln|x—14+ﬂln|x+2|+c
2 3 3

1 1
—In

4

e* —:q—%ln(ex +1)+

F(x) :(x2 —2)senx +2XCOSX — 27

NOTA IMPORTANTE: Las actividades de la 15 a la 42 son de Selectividad. En las dos paginas web
siguientes se encuentran las soluciones de todos los examenes de forma detallada:

* http://emestrada.wordpress.com/2010/02/20/matematicas-ii-problemas-selectividad-resueltos/

* http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/
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