Limites y continuidad

La muerte y la brujula

[Un detective descubre la pauta que siguen tres asesinatos y acude
al lugar donde cree que va a cometerse el cuarto. Pero, al llegar, solo
encuentra al asesino esperandole para matarlo. Antes de hacerlo, le
explica por qué le ha tendido esa trampa.]

—Hace tres anos, en un garito de la Rue de Toulon, usted mismo arresto,
e hizo encarcelar a mi hermano. En un cupé, mis hombres me sacaron
del tiroteo con una bala policial en el vientre. Nueve dias y nueve
noches agonicé en esta desolada quinta simétrica; me arrasaba la fiebre,
el odioso Jano bifronte que mira los ocasos y las auroras daba horror a
mi ensuerio y a mi vigilia. Llegué a abominar de mi cuerpo, llegué a
sentir que dos ojos, dos manos, dos pulmones, son tan MoNstruosos
como dos caras. Un irlandés traté de convertirme a la fe de Jesus, me
repetia la sentencia de los goyim: Todos los caminos llevan a Roma. De
noche, mi delirio se alimentaba de esa metafora: yo sentia que el mundo
es un laberinto, del cual era imposible huir, pues todos los caminos,
aunque fingieran ir al norte o al sur, iban realmente a Roma, que era
también la carcel cuadrangular donde agonizaba mi hermano y la
quinta de Triste-le-Roy. En esas noches yo juré por el dios que ve con
dos caras y por todos los dioses de la fiebre y de los espejos tejer un
laberinto en torno del hombre que habia encarcelado a mi hermano. Lo
he tejido y es firme. [...]

El detective sinti6 un poco de frio y una tristeza impersonal, casi
anonima. Ya era de noche; desde el polvoriento jardin subio el grito
inatil de un pajaro. Consider6é por ultima vez el problema de las
muertes simétricas y periodicas.

—En su laberinto sobran tres lineas —dijo por fin—. Yo sé de un laberinto
griego que es una linea tnica, recta. En esa linea se han perdido tantos
filosofos que bien puede perderse un mero detective. Cuando en otro
avatar usted me dé caza, finja (o cometa) un crimen en A, luego un
segundo crimen en B, a 8 kilometros de A, luego un tercer crimen |
en C, a 4 kilometros de A y de B, a mitad de camino entre los dos.
Aguardeme después en D, a 2 kilometros de A y de C, de nuevo a
mitad de camino. Mateme en D, como ahora va a matarme aqui.

—Para la otra vez que lo mate le prometo ese laberinto, que consta de
una sola linea recta y que es invisible, incesante.

Retrocedio unos pasos. Después, muy cuidadosamente, hizo fuego.

JORGE Luis BORGES



SOLUCIONARIO 7

La muerte y la brujula
Jorge Luis Borges

Los protagonistas de este relato de crimenes

son, ademas del asesino, un comisario de policfa

y un detective. El primer crimen ocurre la noche

del 3 de diciembre en la habitacion del Hotel du Nord
donde se alojaba la victima, Yarmolinsky, un profesor
judio que asistfa a un congreso Talmudico.

En una hoja metida en su maquina de escribir, estaba
escrita esta sentencia inconclusa: «La primera letra

del Nombre ha sido articulada». Un mes mas tarde,
también de noche, aparece muerto en un suburbio
occidental un delincuente, Azevedo, con fama

de delator, que es también judio. En una pared cercana
habifan escrito con tiza: «La segunda letra del Nombre
ha sido articulada». El tercer crimen, algo dudoso, pues
no aparecié el cadaver, ocurrié también un mes después,
la noche del 3 de febrero, carnaval, en una taberna
donde una persona extrafa habia alquilado unos dias
antes una habitacion. Cuando llegaron el comisario

y el detective, encontraron escrita en una pizarra esta frase: «La Ultima de las letras

del Nombre ha sido articulada». También vieron una mancha de sangre y un libro en latin
sobre los judios donde la presunta victima habfa subrayado este pasaje: «El dia hebreo
empieza al anochecer y dura hasta el siguiente anochecer». La noche del primero de marzo,
el comisario recibe un sobre con una carta donde le anuncian que el dia 3 de ese mes

no habré un cuarto crimen porque, como se ve en el plano que le adjunta, los tres lugares
de los crimenes forman ya un «tridngulo equildtero y mistico». Perplejo, le remitié la carta
al detective quien, tras estudiarla minuciosamente, concluye que la serie de los crimenes
no estaba regida por el nimero 3, sino por el 4. ;Por qué? Porque, segun el calendario
hebreo, al cometerse por la noche, todos los crimenes habian ocurrido el dia 4 de cada mes;
ademas, las letras del nombre de Dios son 4 —el llamado Tetragramaton: J HV H-

y finalmente los puntos cardinales —tres de ellos sefalados por los vértices del tridngulo—
son también 4. En consecuencia, el asesino con esta carta querfa engafarles: realmente
iba a cometer un cuarto crimen en un sitio al sur de la ciudad que formara un rombo
perfecto con los lugares de los tres crimenes anteriores. El detective localiza ese lugar

en el plano —una quinta llamada Triste-le-Roy-y se dirige hacia alli con la intencién

de adelantarse y pillar al asesino con las manos en la masa. Pero, al llegar, es el asesino
quien lo estd esperando, porque él, como le explica en el parrafo seleccionado,

era la auténtica victima de aquella trama.

)
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En el laberinto-trampa propuesto por el detective, las distancias de los lugares donde
se cometen los crimenes con relacién al primero son 8,4y 2.

Si continuamos indefinidamente, obtenemos la sucesion: 8,4, 2,1, 1/2...

Escribe el término general y calcula su limite.

n—1
an=8-[i] __8 = 4" lim 24" =0
2 2”‘1 n— oo
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Limites y continuidad

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Justifica si las siguientes graficas corresponden a funciones.

a) Y4 b) YA

<y

X

a) La gréfica corresponde a una funcién porque a cada valor de x le corresponde
un unico valor dey.

b) La grafica no corresponde a una funcién porque existen valores
de x a los que les corresponden mas de un valor de y.

002 | Obtén el término general de estas sucesiones.

3 7 1 31 =1 =3
) Y 2 S AR b) Y 2 A B AR X
5 15 45 1 4 9 16
3+4(n-—1) 4n—1 34+ (=2)(n-=1) 5—2n
3) ap = —_ n—1 0) an = 2 - 2
5.3" 5.3" n n
ACTIVIDADES
001 | Con laayuda de la calculadora, halla el limite de las siguientes sucesiones.
n —
a) an:n_'_1 b) a, = Q) an:M
n n% —1 n—2
a) | n+1:] b) lim =0 Q //‘mﬂ:—2
n—w N n— oo nZ_] n—w N—2

002 | Aplica la definicion de limite y demuestra que:

lim =1

n—ow N—2

Compruébalo parae = 0,0001.

Buscamos h tal que para cualquier n > h se cumple que:

—1

\an —1\<o,ooo1—> < 0,0001 — < 0,0001

n—2

n—?2

Sitomamos h = 20.002 — n = 20.003 — 2
20.007

< 0,0001

Obtenemos el mismo resultado para n = 20.004, n = 20.005.. .,
es decir, paran > h.
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SOLUCIONARIO

Determina el limite de las siguientes sucesiones de numeros reales.

2
a) a,,:n +1 d a, =—2n*>+3
n
b) a, = 2" d) a, =senn
2
n 1
a) lim + =40 d lim(=2n* +3)=—x
n—w N n— oo
b) Jim 2" = 400 d) lim sen n no existe.
n— oo n—o

Escribe sucesiones de nimeros reales que cumplan que su limite,
cuando n tiende a infinito, es:

a) lima, =3 o Ilim a, =+
n—oo n—o

b) lim a, = —o0 d) lim a, no existe.
n—o n—o

Respuesta abierta. Por ejemplo:

3n—1
a) a, = Q a,=n+4

b) a, =1—n d) a, =cosn

Observa la gréfica y calcula los limites de la funciéon en el infinito.

YA
1] 1l
filx)=
1 X7 —1
N /] -
L X
|
2 2 _
im 2222 4 im X222 4
x> +o 2 Xx——w x2

Aplica la definicion de limite y demuestra que:

lim =1

x>+ X — 2

Compruébalo parae = 0,0001.

Buscamos x, tal que para cualquier x > x, se cumple que:

—1/<0,0001 = < 0,0001

|f(x)—1]<0,0001 -

X—2 X—2

Sitomamos xo = 20.002 — x = 20.003 — 2

1 < 0,0001

Obtenemos el mismo resultado para x = 20.004, x = 20.005.. .,
es decir, para todo x > X,.
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Limites y continuidad

007 | Observa la gréfica y calcula los limites de la funcién en el infinito.

ra 3 _
fohy £ 2L 23 im X =3%
2 1 X— —0 2
} } - 3 _
! X im % 3x =400
X—> o0 2
008 | Busca funciones cuyos limites sean los siguientes.
a) lim f(x)=+4ow d Jim f(x)=—o
X—> 4w X—>—®
b) lim f(x)=— e) lim f(x)no existe.
X =+ X——+®
o Ilim f(x)=+ow f) lim f(x)no existe.
X——o X—>—®
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) f(x)=x*—x+1 A fx)=x>4+x—4 e) f(x)=cos x
b) f(x)=x—x? d) f(x)=x>—x f) f(x)=1—sen2x
009 | Determina el valor de las siguientes expresiones.
a) 24 (4x) Q 2-(+%)+(+)
b) 2+ (—ox) d) 2-(—):(+)
a) +oo b) —oo C) 4o d) —o
010 | Halla el valor de estas expresiones.
a) 2% + (40)-(+) 0 (+%)* + (+)
b) 27% +(—) - (—x) d) (—o)* - (+)
a) +oo b) +oo Q) +oo d) 40
011 |Si lim f(x)=—1y lim g(x)= —o,calcula:
X =+ X— 4+
a) lim [f(x)4+ g(x)] o lim 3g(x)
X— 4w X — 4o
b) lim [f(x)-g(x)] d) lim 3/f(x)
X — 4w X =+
a) lim [f(x)+g(x)]=—o0 A Im 3Yg(x) =—o0
X— 4o X—> 4o
b) im [f(x)-g(x)] =+ d) lim Jf(x) =—1
X— +oo X—> 4o
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SOLUCIONARIO 7

012

Si lim f(x)=+4wy lim g(x)= —5,halla:

X —>—w X —>—ow
a) lim [f(x)+ g(x)] o lim g(x)
X—>—® X——x
b) lim [f(x)—g(x)] d) lim f(x)9x)
X——0 X—>—®
a) lim [f(x)4+ g(x)] =+ o lim /g(x) no existe.
X—> —0 X— —©
b) lim [f(x)—g(x)] =+ d) lim f(x)9%) =0
X—> —o0 X— —©
013 | Halla los siguientes limites.
a) lim x’ 9 lim Ux o lim -
X >+ X >+ X —+x X7
b) fim x’ d) lim Ux ) fim
X—>—o0 X —>—0 X —> —oo X7
. 1
a) Iim x’ =+ o Iim Ux = 4w e) Im —=0
X— +oo X—> +o0 X—> o0 X7
. 1
b) fm x = —oo d) Iim Ux = - f) m — =0
X— —0 X—> —© X—>—0 x
014 | Calcula estos limites.
1
a) lim 7* 9 lim (N7 ) e) lim 7%
X —+® X—+ox X —+®
1
b) lim 7¥ d lim (V7)) f) lim 7x
X——0o X—>—0 X—>—®
a) Im 7¥ =4 d) lim (ﬁ)x =0
X—> +o0 X——®
1
b) fm 7° =0 e lm 7% =1
X—>— X—> +oo
1
o Im (N7) = +e £ m 7% =1
X—> +o X—> —oo
015 | Halla los limites en el infinito de cada una de estas funciones.

3 4
Q) lim [ 2x ] b fim XX
xote| x —1 xo—= (x2 —6)(2x —1)°

3
a)  lim 2x ] =38
x—=+o| x —1
4
o) fm XT3

x—=—o (x2 —6)(2x —1)° 8
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016 | Completa Iim —|:|

x>t 2x3 — x 412
de modo que el resultado sea:

a) +ow b) 4

Respuesta abierta. Por ejemplo:

4
) lm —C > 4o
x=te )x3 — x 4+12

3 _
) fim o =3

S — |
x=te )x3 — x 412

017 | Resuelve los siguientes limites.

. Ax?+3
a) Iim ——
X — 4o 2X+’|

2x% +x—1
x? +3

:—‘r-oo

018 | Calcula estos limites.

. \/;+x
a) Iim ——

X—>+x X

. 7X+~N3x—2
by lim —mM8M———

X =+ 2x

. VX A+ X

a) im ———
X—>+o X

7X+N3x—2 7

b) lim —
X— +o 2X 2

=1

019 | Calcula los siguientes limites.

2
. X< —
a) Iim
X—+® X

b) lim (\/x2 —2x —x)

X—>+w

1_1+2x2
2x —1

, escribiendo en su numerador una funcion

c 0
2
x=4e 2x3 _x 412
. 2x% 4+ x —1
X——® /XZ +3
2_
4 lim 2x 12x +9
X —+® 3}X5+5X_2
g m 2CEXTT_
X— —o0 ,X2+3
2 _
& fm 2X 12X—i—9:
X—+ow 3IX5 +5X—2
. 2x —\6+ X
o Iim —
X—+o 2x+4
[.,2
4 fim XX H1+2x
X——o0 6x—3
o fm 2X=Notx
X—= +oo 2x + 4
2
Q) fim X +1+2x:i
X— —w 6x—3 2

o lim (2X—\/1+4X )

X — +oo
d) lim (\/9x2 +3x —3x)
X— 4+

-+ oo
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SOLUCIONARIO 7

. X2 =1 142x?
a)  Im — —> 0 —®
X— 400 X 2x —1
i x? 1_H—2X2 _ (2 =D2x =1 —(+2x%)x
X+ X 2x —1 X=> o0 x(2x —1)

-x*=3x+1_ 1

= lim
X—> 400 2X2_X D)
o) tim (VX —2x —x) = o0 — oo
X—> +oo
2 _ 2
i (V5 —2x —x) = i 22X
X—> +o0 X—> o0 XZ _2X +X
= lim —2X —
X—> +o0 X2—2X+X
9 dim (2x=J1+4x ) = o0 — oo
X—> +oo
4x —1-4
im (2x— T ax )= om 22124
X—>+ X—>+w2x+m
@) Jim (Jox2 +3x —3x) = 00 —
X—> +o0
2 _ g2
l (M—b(): lim O9xT +3x=9x7 _
X—> +oo X—>+o0 9X2+3X+3X

3x

= i =
x=+% J9x? +3x + 3x

Sustituye g, b, c y d por nUmeros de modo que:

a) lim (\/x2+ax—x)=1 o lim (\/9x2+7—cx)=0

X—+o

X— 4o
1
b) Iim( 4x2-|—bx—3—2x):—— d) Iim( dX2+X—5—2X)=+oo
X—+w 4 X =+
2 2
g im (N +ax —x) = m 222Xy
X—+o X— +o X2 4+ oax 4 x X— 4o X2 +oax + x
:£:1—>a:2

4x7 +bx —3—4x?

b) /im( 4x2+bx—3—2x): lim =
Xt x>t J4x2 £ bx —3 +2x

bx —3 —2——i—>b:—1

= [im =—=
oo Jax? 4 bx—3 +2x 4 4
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Limites y continuidad

2 2.2
o lm <\/9x2—|—7—cx): lim IX 7 -cx =0->c=3

X— +oo X— +o 9X2 +7 +CX

400

_dx? —5—4x?
O dm (Nax? +x—5 —2x)= fm X — oo d =4
X—> 4o X—> 4o dXZ +X—5 +2X
021 | Calcula los siguientes limites.
2x—1 3x+2
. 1 . 4x —1
a) Iim [1+] o Ilim [2— ]
X =>4 X X —>— 4 x
3 6 x+2 X 3x+1
b) Iim [1——= d) lim ]
X =+ X x>—o| X4+ 3
1 2x—1
a) lm |1+ — — 1%
X—> 4o X
1 2x—1 lim i(2><4)]
im |14+ — = el X =e?
X—> o0 X
3 6 x+2
b) Im [1—= — 1"
X—> +ow X
3 6 x+2 li —i]~(6x+2) 1
lim | 1—= =7l X —e 8 = —
X—> o0 X 618
3x+2
4x—1
o lm |2— ] — 1%
X—> —00 4X
1 )Pr 2 lim l[w-“‘w].(zxu) i 3XE2 3
//m 2_ 4X 1 ] _ eX—>fx 4x = prxo = I G— e4 — 4 e
X—> —0o0 4X
3x+1
d iim | == N
X—> —00 X+3
MERREEY fim al —1]-<3x+1> jm =3G3x+D) 1
// — ex4>+x X+3 = po = X+3 — 679 -
X— — X+3 69
022 | Halla estos limites.
1
—1 -
, X241 . x2 —1 |2x
a) lim 5 o lim .
X >+ X X—>—w| x< 4+
X+6 x2—3x
b fim | X TX+2 § fim | X m2x+2
X =+ x? +1 x—>—w| 2x% 4+3x —2
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SOLUCIONARIO 7

o i

X—> —©

d) lim

X— —o

Observa la grafica y calcula:

lim f(x)

x—>0" x—ot

—Xx+1
X+ 2

si x <

siendo f(x):{ )
si x>

im f(x)=1

x—0"

Observa la grafica y halla:

lim f(x)

X—>—=2"

lim f(x)

x—>—2+

lim f(x)

x—>0

lim f(x)

x—=0

im f(x)= —o0
X——2"

lim f(x)

0
0

im f(x)=2

x—0"

im f(x)= +oo

x——2"

Yi

w

<V

Y4

w

<Y

im f(x)=1

x—0"

im f(x)=0

x—0"
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Limites y continuidad

2

025 | Calcula el limite de la funcién f(x) = X

enx=3yx=—2.

X+2
im () = 2
x—3 5
im f(x)= —c0
im f(x)=— =00 — 7% — No existe im f(x).
X—>—2 0 lim f(x)=4o0 X—-2
x——2"

026 | Determina el limite de la funcién f(x) =

™
enx =—yx=0.
2)’

sen x

im f(x)=1
XX

2

1 im f(x)= —o0
Imf(x)=— =00 — 0 — No existe lim f (x).
x—0 0 im f(x)= 4o x—0
x—0T

027 | Resuelve los siguientes limites.

2
a) lim X+1 b) lim 2Xx7 +2x
x—>-13x+3 x—>0 x2 _3x
2
2 dm 2XFEL L0 o) fim 22X 0
x=-13x 4+ 3 0 x=0 x2 _ 3y 0
im 2L L2 L i 2XXHD gy 2D
x=>=13(x+1) x—-13 3 x=0 x(x —3) x=0 x—3
028 | Calcula estos limites.
Jo5 2 . 2x*—18
a) lim Y2 =X b) fim 22X 18
xX—5 x —5 xX—3 X2 -9
N2 — X2 0
a) Im——m > —
x=5  x =5 0
—— — im f(x) = —o0
im = m—— == =0 =
X5 —(5—x) x=5 5 x 0 lim f(x) no existe
x—5T
— Noexiste lim f(x).
X—5
2 2
o) Im2X =18 , O im 22 =9 (0% —9 ) =0
x—3 X2 -9 0 x—3 X2 —9 x—3

2

3



029

030

031

032

SOLUCIONARIO 7

Determina sila funcién f(x) =

3 .
escontinuaenx=—2yx=2.
x? —4

f(—=2)= % — No existe f(—2) — La funcién no es continua en x = —2.

f(2)= % — No existe f(2) — La funcién no es continua en x = 2.

Halla si la funcién f(x) = | x—3 | es continuaenx=—3yx=0.

f(=3)=|—6|=6 — Existe f(—3).

lim |x —3|=|—6|=6 — Existe lim f(x).
X——3 X——3

f(=3)= lim f(x)— Lafuncién es continua en x = —3.

X——3

Determina si esta funcion es continua.
) {x +1 si x < —1

f(x)=
x2 =3 six>—1

¢ Six<—1— f(x)=x+1— f(x)es continua en (—oo, —1).
« Six>—1-> f(x) =x?— 3= f(x) escontinuaen (— 1, +).

e Six=—1—=f(—-1)=—=1+1=0— Existe f(—=1).
im f(x)= Im (x+1)=0
x>l x> , — No existe lim f(x).
Iim f(x)= i (x —=3)=-=2 x— -1
x— 1t x——1F
La funcidn no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito

en este punto, por tanto, f(x) es continuaen R — {—1}.

Calcula a para que esta funcion sea continua en todo R.
x+1

f(x)=1 «x
—x24+a six>-2

six <=2

cSix<-2->f(x)= X+ — f(x) es continua en (—oo, —2).
X
¢ Six>=2->f(x)=—x>+a— f(x) es continua en (=2, +).
cSix=-2->f(x)= 2+ zl%Existe f(=2).
-2 2
m flx) = Im X1 m f(x)= lm (—x* +a) = —4+a
X——2" x—-=2" X 2 x——2F x——2"
f(x) es continua en x = —2 si:

f(=2)= Im f(x)= Im f(><)—>i=—4+a—>a=2
X——2" x——2*t 2 2
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033 | Determina si la funcion:
f(x)=sen x + cos x
se anula en algun punto del intervalo (0, 4).
f(x
f(x

(x) es la suma de funciones continuas en R, por lo tanto es continua en R.
(x) es continua en [0, 4].

f0)=1>0

f4)=sen4+cos4=—-141<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 4).

. Inx+2x

034 | Dada la funcién f (x) = —————, halla si existe algun punto c en el intervalo

X—2
(0, 1) tal que f(c) = 0.

f(x) esta definida en (0, 2) U (2, +00) — f(x) es continua en (0, 2) U (2, +00),
luego, f(x) no es continua en [0, 1], ya que no esta definida en x = 0.

Para aplicar el teorema de Bolzano podemos considerar el intervalo (0,1; 1).
f(x) es continua en [0,1; 1].

f(0,1)=1,106 >0

f)=-2<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe c € (0,1; 1) tal que f(c) =0,

es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0,1; 1).

Por tanto, también podemos asegurar que existe algun punto ¢ en el intervalo
(0, 1) tal que f(c) = 0.

035 | Dada la siguiente funcién:

f(x) =senx + cos x

demuestra que existe un punto ¢ € (0, 4) tal que f(c) = —1.
f(x) es la suma de funciones continuas en R, por lo tanto es continua en R.
f(x) es continua en [0, 4].

(
(
f0) =1

f4)=sen4 +cos4d=—141

Como f(0) > —1 > f(4) podemos aplicar el teorema de los valores

intermedios — Existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) = —1.
L Inx+2x L.
036 | Dadalafunciénf(x) = 3 demuestra que alcanza un maximo
X —

y un minimo absolutos en un intervalo.

f(x) es continua en (0, 2) U (2, +00), por tanto, f(x) es continua en [0,1; 1].
Entonces, por el teorema de Weierstrass, existe al menos un punto donde

la funcion alcanza su valor maximo absoluto y otro donde toma su valor minimo
absoluto.
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SOLUCIONARIO

Determina el término general de las siguientes sucesiones, y calcula su limite.

ST B g2 4 _8 16 32
2478 16" 32" 3'9° 27" 81" 24377
o 2345 e) 64,32,16,8,4,2,...
2 3 4 5 6
C) 1I£I1IEI£IEI
3 3 3 3 3
a) a, = rj] lim n1]=0
2_ I’l%ooz_
b) an:n_] im =1
n n— o n
9 an:3+2(n—1):2n+1 im 2n+1_+oo
3 3 n— o 3
_2J\" _ o\
d) a,,:( 2) //'m( 2) no existe.
3ﬂ n— oo 3”
1 n—1 26
e a, = 64-[—] = =2/ lim 2’~" =0
2 2”7] n—o

Halla el limite de estas sucesiones expresadas por su término general.

a) a, =3n+1 f) f, =(n+3)(2n—3)
b) by = —> 9 gp =2
n—+1
3"
o ¢c,=n>—5n+6 h) h,,:[;]
2
dd,=3—n+n*>—-n? i) fip =331
_ . n’>+3n—2
e)€n=3—n 4 j) kn:+—
2 n
a) lim (3n+1) =+ f) lim [(n+3)(2n—3)] = 4o
n— o n—o
b) lim > =0 g) lim 2" = 40
n—>oon_|_] n— oo
3)"
o lim(n> =5n+6) =4 h) /im[—] =0
n—oo n—w| 5
2
d ImB—=n+n>—n)=—-w i) lim 3301 =30 =1
n—oo n— oo
_ 2 _
o /fm[3—” 4]:_00 ) dm 32 L
n— oo 2 n— oo n

405
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Limites y continuidad

039 | Calcula los siguientes limites de sucesiones.

— —00

2 —
a) lim (—n®+8n* —n+8) d) lim 3 —8n+16
noe n—o 35
im 32n3 . 6n—2
b) fim Y2n® +1 o) fim —2""2
n—o N 3n3 _7n+1
_ 2,3
o Iim \/m f) lim 5—2n+43n n
n—o N 2n2 _sn_4
30’ —8n+16
a) lm (=n® +8n —n+8)=—o d) fm 28016
n— oo s o0 35
n— o n—s oo 3[’73 _7n_|_]
_ 2.3
n— oo nes 0 an _Sn_4

040 | Calcular razonadamente el limite de la sucesion:
(n—2)?
(n+13 —(n—1)>

(n—2)° N’ —4n+4

im =i

oo (413 — (=13  1=2n® +3n2 +3n+1—n> +3n> —3n+1

N’ —4n+4 1
= fim ——1 * — —
noe 60?2 6

041 | Determina los limites de estas sucesiones.

2 2 2
— . 3 6n-—
a) lim 4n 1. 6n 9 lim 2n® + n n—n
n—o 5n n3 +1 n— o 5n 3n
n’>+5 5n3 3n+2
b) lim : d) lim (8n—1)
now | 1—2n  n? 412 n-={ 6n?
2 2 _
a) lim 4n 1- 6n = /imM:O
n— oo 5n n3 +1 n—ow 5p3 45

2 2
— m (n" +5)(n" +12) _

2 3
o) [n +5  5n

noe| 1—=2n  n2 £12 nse 503 (1—2n)
n*4+17n* 460 1
= [lim = ——
n—e  5p3 _10n* 10
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SOLUCIONARIO 7

60’ 4+94+30n—5n°
m

[2/724—3+ 6n—n’ ]

Q lim = i =
n— o0 5n 3n n— oo 15n
2
_ g 430049
n— o 15”
2 J—
. [3/7—!—2](8”_1)]: i 240 1302,
n—oo 6n2 n— oo 6”2

Dejamos caer una pelota desde una altura de 4 metros y, tras cada rebote,

la altura alcanzada se reduce a la mitad de la altura anterior.

;Qué altura alcanzara la pelota después de cada uno de los cinco primeros rebotes?
¢Y tras el vigésimo rebote? ;Y tras el rebote n-ésimo? Si a, denota la altura alcanzada
tras el n-ésimo rebote, obtén una cota superior y otra inferior de esta sucesion.

Calcula lim a,,.
n— o

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 4. Pregunta 1)

1 1 ]

a=2m a, =1m d; =—m ds =—m ds = —m
2 4 8

19

dyy) = 2 i = L = 1 m
2 21° 262144
n—1
2" 2"

Una cota superior de la sucesion es 4 y una inferior es 0.
lim 272 =0
n—o

Observa las gréficas de estas funciones, y calcula los siguientes limites.

YA YA
[T \
/
J f(x) "\
- \ -
X \n X
r | glx)
/ N\
a) lim f(x) o lim g(x)
X—+x X—+x
b) [lim f(x) d) lim g(x)
X—> —x X—>—
a) Iim f(x)=+ow Q lim g(x)=—w
X—> 400 Xt
b) lim f(x)= —o0 d) lim g(x)=4ow
X—> —00 X— —»

407
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Limites y continuidad

044

045

Halla estos limites de funciones.

a)

b)

Q

d)

lim x°
X+

lim x°
X ——oo

lim 3 x?
X+

. 3
lim 3 x?
X ——0o

o lim Ix? =+

X—> +oo

d) lim Yx* =+

X—> —o0

1
e) lim —=0
Xx—=+oo x4

f lm —— =0

X—> —00 X4

e)

f)

. 1
lim —
X—>+o yx

) 1
lim —
X—>—® X

lim 5%
X —>+x

lim 5%
X—>—®

Calcula los siguientes limites de funciones.

a)

b)

o]

d)

e)

f)

X2+
lim

X—>+w x —3
X241
lim

x——= x —3
X241
lim

x—>te 3 x2
X241
lim

X—>—w 3y

6

lim 1—x

Xx=>4® 3x2 4 2x —1

) 1— x6
lim —>
x—>—» 352 4 Dx —1

g) Ilim

X —+®

h) lim

X—>—x

i) lim
X —>+®

—x* 4+2x% =5

1—x

—x*4+2x? -5

x2 —2x+3

x3 —3x? =5

x2 —2x+3

x> —3x* =5




SOLUCIONARIO 7

2 4
1 71—
a) | A = +o0 g) lim X =
x—+w X —3 x=to x4 Ox? 5
2 4
o dm hlim = x —
X——w x — 3 X— =0 _ y4 —|—2X2 5
2 2
o im X1 ) m T2
x—>+w  3x? 3 x=tm x3 _3x? -5
X241 1 o x?=2x+3
d) | = i) lim =0
x— - 3x? 3 x——w x3 _3x2 5
. 1— x5
e Im ——— = - k) lim 16 =0
x>+ 3x2 4 D x — 1 Xt x — D
. 1—x°
f) Iim ————=—w ) lim 1 =0
x> =2 3x2 4 Dx —1 x> =0 X — 2

046 | Se considerala funcidon f(x) = .Calcula fim f(x)y lim f(x).

x2 +1 X = 4o X—>—

(Baleares. Septiembre 2008. Opcion A. Cuestion 3)

lim =0 lim =0
X—>4w y2 +1 X—> o0 y?2 +1
L
|
047 | Halla el limite: lim Jx
xoe Jx 41 —/x—1
(Navarra. Septiembre 2005. Grupo 2. Opcion C)
1 x(x+1) +Jx(x=1)

im = [im =1

X**®J;(Jx+4——4x—1) =+ (x4 x) = (x? = x)

|
048 | Determina los siguientes limites de funciones.

a) lim (x3 —12x) o lim 0,627
X —> 4w X—+x
b) lim (x —0,001x?) d) lim (2x—3)*
X+ X—+e@
a) lim (x> =12x) = 4o d lim 0,627 =0
X— +o X—> o
b) lim (x—0,001x%) = —0 d) lim (2x—=3) =+
X— +o X—> 4o

409



Limites y continuidad

049

050

051

410

Resuelve los siguientes limites.

a) lim (x—\/x2—4x) 0

X—>—

lim

b) Jim (x+vVx*—4x) d lim
X —> — X—>—x
a) i (X—\/X2—4X):—oo
X—> —©

b) lim <x+\/x2—4x )—)—oo—i—oo

X—> —©

fim (x—i—\/x2—4x )= lim

X—> —0 X—> —w

9 Im1+2| S
X—> —© X
5\ i [1+3—1]-(1—x)
im |14+ — - X
X—> —0 X
1—x
d) lim 1—3 — 1%
X—> —© X
5\ fim [PEA]A(FX)
im | 1—= ==l
X—> —© X
N x2=2x —(x—=2)
Calcula el limite: lim
X— 4+ X — 2

X—>—

1—x
[Hi
X

=

X2 — x>+ 4x

X—Nx? —4x T x—\x?—4x

= [im

22X
i
— o X
o =242x
lim ————

— px—o = X

(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta A. Ejercicio 5)

VX2 —=2x —(x=2)

=€

X2 —2x —(x—2)

4 x

lim —> 0 —
X—> 400 X_2
lim X 2x —(x=2) = [im

X—> +o0

X—2

lim

2x —4

X2t (v X2 = 2x +(x=2)?

lim \/X+1 —Jx—1
X—>+oo \/x+2 —Jx=2
(Navarra. Junio 2008. Grupo 1. Opcion C)

im VX AT = x—1 N

x>t Jx 42 —Jx =2

Calcula el limite:

o — o0

H*‘”(x—z)( x? —2x +(x—2)) -

=0

=2



SOLUCIONARIO 7

im Nx+1T—+x—1 — m (X+1—X+1)(\/X—i-2 -l—\/X—Z)
oo Jx 42 —Ix—2 ot (2 x+ 2)(Wx+1+x=1)

im 2(\/x~|—2—i—\/x—2) 1

O NN o B

052 | Halla el limite: [im
X =+ b% x? —1

. x> +1  2x* 4+3x

im — — 00 — ®©
X—> +o0 X X2 —1

, X2 +1  2x* +3x XY —1=2x° —3x2

lim - = |m = —o0
X—> 00 b% x2 —1 X—> 400 x(x2 =1)

3 2 2
053 | Determina el limite: fim | X_T2X" =3 , 2X" =X

X ——o» X2—2 x—1
, X3 4+2x2 =3 2x% —x
lim - — —00 +
X—> —0 X2—2 X —1
3 2 2
im x> +2x 3+2x X |
X—> —0 X2—2 X —1

— XP 4 xd —2x? = 3x+342x" —xF —4x? +2x
X—> —o0 (X2 —2)(x—1)
_3x* —6x2 —x+3

x=—o x3 X2 _Jx 4D

—0o0

054 | Calcular lim (\/4x2 +1—4x? —3x+2 )

X —+®©

(Aragon. Septiembre 2008. Bloque 3. Opcion A)

im (Jax2 +1=Jax? —3x+42 ) 5 00 — o

X—> o0

lim (\/4X2+1—\/4X2—3x+2>: im 4x?+1—(4x* = 3x+2) _

X— +oo X—>+°°\/4X2+1+\/4X2—3X+2

. 3x—1 3
= lim - =

ot Ja 114 A’ —3x 42 4

411
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Limites y continuidad

055

056

057

058

Calcula el limite  fim (\/x2 +2x —x).

X+

(Navarra. Junio 2004. Grupo 2. Opcion C)

lim (\/X2 +2x —X)—)oo—oo
X—> 40

2 2

X 2X —X
lim (\/X2—|-2X —X): im +—: im 2—X:1
X— +o X—> 400 ,X2—|—2X—|—X X—> 4o ,X2+2X—|—X

Calcula el limite: lim \/X+\/_ —\/;

X >+

(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 2. Opcion C)

lim (\/X—G—\/ —\/X)—)oo—oo

X—> +o

lim (\/X—I—\/ —\/X): lim XTNX —X = Jim VX :l
S ot Jx +0x +Vx O x+dx +Vx 2

X >+

2 X
Calcula: lim [1+—]
X

(Asturias. Septiembre 2006. Bloque 5)

2 X 72 ¥ lim [1+%—1]~x im 2%
m [1+=| —1° m |14 = | =7 = et X = ¢?
X— +oo X X— +o0 )%
Halla los siguientes limites.
2x—12 ) 2x+2
. 2+5x . X +2x—3
a) lim + b) lim —
x—>+e| 14 5x X o X° +3x
2x—12
. 24 5x
a)  Im —1®
x—=+o| 14+ 5x
24 5x 2x=12 im || 22X ]2 x—12)
im _ x>+ | 145x _
x—=40o| 14 5x
o (245x=1-5x)(2x-12) o 2x=12 2
lim lim il 5
— ex—>+oc 1+ 5x — eX—>+co 14+ 5x — €5 — 62
) 2x+2
) X +2x—3
b) Ilm | ——— 1%
x—+o|l x4 3x
2
) +2x-3
) 2x+2 im || = (2x42)
//m X + 2x—3 _ ex—>+oo X243 x _
xoe| o x? 4 3x
i (x> 42x=3=x*=3x)(2x+2) i —2x?—8x—6
— ot x243x — 7t X243 x — 672 — L
o2
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SOLUCIONARIO 7

XZ

X+5 ]x_+3

x—=>+e | x —1

Calcular im [
(Aragon. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 3)

X2

//m [X+5]X+3 —)100

x=+tol x —1
e X2 im [ X+5 _1]_ x2 ) (X+5—x+1)-x2
im [—X ]X+3 = exam x= X+3] eote (x=1)(x+3)  —
x—+ol x —1
lim 6x°
x>t x2 4 x—3 6
=€ =€
X
Lo . 3x+1
Calcula el limite: fim i
x—>+0o| 3x —1
(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 2. Opcién C)
[ 3x+1 )
lim - 1"
x—+o| 3x — 1
. 3x41 _ .
3x 41\ im || 2 —1]'X Lk im 2% 2
lim — eX_’er 3x—1 = pr—te 3x—1 = pot=3x=1 = e3
X— +oo 3X — ]

Calcula: [im [2 _8]

x—>+w| X+

(Asturias. Junio 2007. Bloque 4)

. 2* -8 . 2% 23 , 122 1
im = Jim — = |m | —— S
x—=4w| X+ X—>Fow| X+I X+ x—=4o| 2 bl 2

Expresa las funciones siguientes como funciones definidas a trozos y, después,
halla sus limites cuando x tiende a — o y a + 0.

a) f(x):|x+2|—|x—2|

b) f(x):x—|3—2x|

9 f(x)= 2x+3‘
X—2
d) Fx)=| X=3
1—x
—X—2—(—x4+2) six<-=2 -4 six <=2
A f(X)={x+2—(—x4+2) si —2<x<2—=>f(x)=12x si—2<x<?2
X+2—(x—2) Six>2 4 six > 2
im f(x)= Im (=4)=—4 im f(x)= Im 4=4
X—> — X—> — X—> +0o0 X—> +oo

413
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Limites y continuidad

x—(3—=2x) six<% 3x—3 six<%
b) f(x)= —f(x)=
X —(=3+2x) SIXZ% —Xx+3 SIXZ%
im f(x)= lm (3x—3)=—o0 im f(x)= Im (=x+3)=—o0
X—> —o0 X—> —0 X—> o0 X—> +oo
2x+3 Gix < >
X—2
o f(x)= _2x+3 |—i<x<2
X—2 )
2XH3 Gyso
X—2
im flx)= lim 2XF3 5 im flx)= lm 2XF3 )
X— —00 X—>—0 X — 2 X— +o X—+0o x — )
— six <1
1—x
X —73 .
d) f(x)= sil<x<3
1—x
. Six >3
1—x
im f(x)= fm [—X_3]21 im f(x)= lm [—X_3]=1
X— —0 X— —o0 1— x X—> +o0 X—> +o0 1—x
063 | La siguiente representacion es la grafica de la funcién f(x).
14
2 f(x)
+——+—+ +—t—+>
2 X
Da un valor aproximado a estos limites.
a) lim f(x) d) lim f(x)
x—1 x—3
b) lim f(x) e) Ilim f(x)
x—0 X =+
c lim f(x) f) Ilim f(x)
xX—2 X—>—m®
a) lim f(x)=-0,9 o Imf(x)=4 e) Im f(x)=—wx
Xx—1 X—2 X—> 4
b) Iimf(x)=0 d) im f(x) = —1 f) lim f(x)=—o0
x—0 X—3 X— —0
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SOLUCIONARIO 7

Esta es la grafica de la funcién g(x).

Y
/ -
X
\
[g(x)
Da un valor aproximado de los siguientes limites.
a) lim g(x) Q) lim g(x) e) lim g(x)
X—>—3 x—1 X —> 4+
b) lim g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)
x—0 X—2 X——®
a) lim g(x)=0,7 Q lmg(x)=-2,9 e) Im g(x)=+ow
X— =3 x—1 X— ~+oo
b) lim g(x)=20 d) limg(x)=0 f) lim g(x)=0
x—0 X—2 X—> —o0
. 3x .
Si f(x) = ——, calcula estos limites.
VX2 +1
a) lim f(x) b) Ilim f(x) o Iim f(x)
x—3 x——1 x—0
9  o9Jio
a) Imf(x)=— =
x—3 m 10
b) lim f(x)= _—3 = —ﬁ
X——1 \/5 2
o Imf(x)=0
x—0
Dada f(x) = 2%, determina:
a) lim f(x) b) lim f(x) q lim f(x)
xX—e x——=5 x—0

a) Iimf(x)=2'"=2

xX—e

b) lim f(x) no existe porque no podemos calcular logaritmos de nimeros

X— =5 )
negatlvos.

0 lim f(x)noexisteyaque fim f(x) =0y lim f(x)no existe.
x—0 x—=0" x—0~

415
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067

068

069

Si tenemos la funcion f(x) =
x2 —3x—4

cuando x tiendaa 0, —1,1y4?

//‘mi&(_12 =3
x>0 x2 _3x — 4
im f(x)= —o0
i 6Xx=12 18 Lo
x> x2 _3x_4 0 lim f(x)= 4o
x— 1"
m—2X=12
x=1x? —3x —4
im f(x) = —o0
i 0X =12 12 ks
x—4 x2 _3x 4 lim f(x)= 4o
x—4t

, icudles serdn sus limites

X——1

— No existe im f(x).

x—4

Siendo la funcién g(x) = log (x> — 4), determina sus limites cuando x

tiendaa5, —5, —2y 1.

limlog(x? —4) =log 21=1,32

xX—5 x——5
im g(x)= -
lim log(x?> —4)=log0— *~7%
X—>-2 lim g(x)no existe
x—-2*

lim log(x? — 4) no existe.
x—1

lim log(x? —4) =log 21=1,32

— No existe lim g(x).

X——2

Si sabemos que X/l'i)nsm(x) =4, lim n(x) =0y lim p(x)= +o, calcula,

X—=5 X—=5
si es posible, el limite cuando x tiende a 5 de las funciones.

) m(x)+n(x)+px) d "X g P
m(x) m(x)

b) mx)-n(x)—p(x) e M) y L)
n(x) p(x)

o m(x)-p(x) f) n(x)-p(x) i) (m(x))

X—=5
d) fim | 21—
x=5 m(x)
. m(x 4
e) lim () = — — No se puede calcular el limite.
x=50 n(x) 0

— No existe im f(x).
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f) lim [n(x)-p(x)] = 0-+oo Indeterminacion

X—5
g m | 2L | Z D) lim (m(0P ] = oo
x=5 m(x) Xx—5
. n(x) ) (x)
h) lim =0 k) im [(n(x))”**1=0
x—5 p()() x—5
i) lim [(m(x)" ] = 4% =1 D lim [(p(x))"¥)] = 400° Indeterminacion
X—5 X—5
Sih(x)= | 1 , calcula su limite en los puntos 6, —5, 1y 0.
n x
. 1 1 . 1 .
im — = ——=20,56 lim —— no existe.
x=>6lnx  In6 x=>=5]n x
: 1 im h(x) = —o0
im —=—=00 — " — No existe im h(x).
x=1|n x 0 im h(x) = 40 x—=1
x—1T

im h(x) no existe

im — = — — 2% — No existe im h(x).
x—0 |n x In0O im h(x)=0 x—0
x—0"

Observa la gréfica y determina los siguientes limites.

a) Y4 lim f(x)

X——0o
lim f(x)
X—>—=2"
lim f(x)

x—=2"

lim f(x)
X —+®

<Y

lim g(x)

X—+®
lim g(x)

x— 2%

lim g(x)

x—=1t

lim g(x)

X—>—®
lim g(x)

X——2"

lim g(x)

x—1"

0 £ lim h(x) d) Y3

X —>—0»

lim  h(x)

X——=2" 1

lim h(x)

lim m(x)
X —>—»

lim m(x)
xX—>1

lim m(x)

1]

77()/

=<V

x—-=2"

lim h(x)

X — 4

x =1

lim m(x)
X >+

417
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a) lim f(x)=1 im f(x)= 4w
X— —» x——2"
lim f(x)=—oc0 im f(x)=1
X—>—=2" X—+oo
b) lim g(x)=0 im g(x)= 4o lim g(x) = —o0
X— —0 x——2" x—1t
lim g(x)=—o im g(x) =+ lim g(x)=0
X——=2" x—=1" X—> +oo
o lim h(x)=—o0 im h(x)= +oo
X—> —0 x—-2%
im h(x)= —c0 im (x)= +o0
X— =2 X—> +o0
d) Iim m(x)= - im m(x) = +oo
X—> —o0 x—=1T
lim m(x) = 400 lim m(x)=+oo
x—=1" X—> +00

072 | Observa la gréfica de la funcion f(x), y calcula los limites.

. Y |
a) Jfim £(x) i )

b) lim f(x)

X—>4" 1+

q lim f(x) 1] X
x—4t -I-

a) limf(x)=—1 b) lim f(x)=3 o lim f(x)=5

X—1 X—4" x—41

073 | Esta es la gréafica de la funciéon p (x).

YA
At/
! B
| n X
H p(x)
Determina los siguientes limites.
a) lim p(x) o Ilm p(x) e) lim p(x)
x—0 x——1F x =Tt
b) lim p(x) d) lim p(x) f) lim p(x)
x—=—=1" xX—=1 X —+x
a) limp(x)=0 9 Ilm p(x) =+ e) lim p(x)=—oo
x—0 x— 17 x—1+
b) lim p(x)=—o d) lim p(x) =+ fy lm p(x)=—+oo
X——1" x—1" X—> o0
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074

075

076

Resuelve estos limites.

SOLUCIONARIO 7

2 lim x2 —2x+1 jim x2 —2x+1
X—2" X—3 x—2t xX—3
by lim x2 —2x+1 im x2 —2x+1
x—3" x—3 x—3* xX—3
2 2
9 lim X° —=2x+1 iim X® —=2x+1
Xx—3" x? —9 x—3" x> —9
2 2
- X" +x—6 . x2+x—6
d) Ilim lim
x-2 x3 —x? —8x+12 x—-2t x3 —x2 —8x+12
2 2
X—2" X —3 x—2* X —3
2 2 _
o) lim X 2x+1:_oo im X 2x 41 — too
x—37 X —3 x—3" X —3
2 2
x—3" X2 —9 x—37F X2 -9
2 _ _
&) i X AX=6 gy X223 T
X—2" X3—X2—8X—|—12 X—2" (x—2)2(x+3) x—2" X — 2
2 _
lim X +x-6 = lim ] = +o0
x—=2 X3 —x?2 —8x+12 x—=2F X —2
2 —_—
Calcula lim w
x> x2 —2x 41
(Navarra. Junio 2001. Opcion D. Pregunta 1)
2 J— J— p— J—
im X ZAXT e 3x+2 = lim (x=2)(x=1) = lim x=2 =4
x> X2 —2x 41 xo (x—1)° x1" X — 1

Determina los limites siguientes y, en caso de resultar infinito,

halla los limites laterales.

) x2 —x—2
a) llm—
x=>22x? —3x—2

. x3 +5x2 +6x
b) lim
x=>-2 x3 4 x> —8x—12

3x3 —18x% +27x
5x2 —20x +15

c lim

x—1

, X2 —x—2

lim ———
x=>=12x2 —3x—2

, x> +5x% +6x
lim

x=>-3 x3 4 x> —8x—12

3x3 —18x% +27x
5x2 —20x +15

lim

x—3
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Limites y continuidad

o ox?—x=2 o (x=2)x+ ) _x+1 3
a) Iim = lim = lim —
x=2)x2 —3x—2 xo2(x—=2)2x+1) x-22x4+1 5
2 — J—
im X—”:O
x=>=12x? —3x—2
3 2 ]
o) lim X> 4+ 5x° +6x — x(x+2)(x+3):7:oo
x>-2x3 1 x2 —8x =12 x=2(x—3)(x+2) 0
. x> +5x2 +6x _ x(x+3)
x5 X3 4+ x2 —8x—12  xo—2 (x=3)x+2)
. X3 +5x2 +6x _ x(x+3)
lim = Jm — =
x>0 X3 4 x? —8x—12 x-»=2" (x =3)x+2)
3 2
im X° +5x° +6x —0

x==3 x3 4 x? —8x—12

03X —18Xx2 +27x 12
C) //m = — =00

x=1 5x2 —20x + 15 0

3% —18x% 4+ 27x
im =400
x=1" 5x2 —20x +15

C3x% —18x% + 27x
im = —

x=1" 5x2 —20x + 15

o33 —18x2 +27x . 3x(x—3)7 _ 3x(x—23)
im = lim = lim =0
x—3 5X2—20X+15 x=35(x —1)(x —3) x=3 5(x —1)

2
077 | Se considera la funcion f(x) =

.Qalcula lim f(x), lim f(x)y lim f(x).

x—1 x—1 X —+® X——%
x?
B lim = —o0
X 1 x=17 X — 1 : ;
lim = == — No existe im f(x).
x=1 x —1 0 ) X2 x—1
im =+
x=1T x —1
) x? ‘ 2
lim = 4o im = —o0
x—=+w x — ] x— -0 x — ]

078 | Obtén los resultados de estos limites.
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079

SOLUCIONARIO 7

a) Iim—
x—>0
lim ——— no existe
%/7 1 1 x—=0" N X
b) //m— Im—=—=0— — No existe //m—
x—)O\/7 x—)OQ/; 0 im 1 n x—>0\/_
_ [e'e)
x—07" Q/;
X—2 . Nx—2 o Ux—-2
o Ilim ———=Im = lm =0
x—>23l —3x42 x—2 3’(X—2)(X—1) X—>23X_]
-2 V22
d) fim = —
x=2 X —4 2
e) /img— lim x—4 A N
x—>4 x —4 X_>4(X—4)(\/;—|-2) x—>4\/;_|_2 4
f) im —— —9 _ = [lim (X_g)(\/;+3) = /im(\/?+3):6
x—9 \/7_3 Xx—9 x—9 x—9
3 2
Sif(x)= X +11x +31X+21,determina:
x3 +7x?
a) lim f(x) o lim f(x) e) Ilim f(x)
xX—3 X—>—3 X —> 4
b) Ilim f(x) d) lim f(x) f) Ilim f(x)
X—>—7 x—0 X——®
X1 +31x 421 240 8
a) Iim = ——
x=3 X3+ 7x° 90 3
3 2
b) fim X4+ 11x° 4+ 31x + 21 — (Xx+NDx+3)Nx+7) _
=7 X3+ 7x? x—=7 X2 (x+7)
— (x+D(x+3) _ 24
xX—=—7 X2 49
X 11X 4 31x + 21
Q Im =0
x—-3 X34+ 7x?
im f(x)= 4o
3 2 -
o) fim XTIEASIE AT 2 o = Im f(x) =+
x=0 X3+ 7x? 0 lim f(x) = 4oo X=0
x—0T
X+ 11X 4 31x + 21
e) lim =
X oo X3+ 7x°
3 2
A lim X° 4+ 11x 4+ 31x + 21 g
X —o0 X3+ 7x°
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Limites y continuidad

3 2
080 |Sif(x)= X" +6x +9X,ca|cu|a:
x2 +10x + 21
a) lim f(x) o lim f(x) e) Ilim f(x)
xX—3 X—>-=3 X — 400
b) Ilim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x)
X—>—7 x—0 X—>—®

3 2
3 lim X°+6x° +9x _ 108 :2

x=3 X2 410X + 21 60 5

X2+ 6x> +9x x(x +3)° x(x+3) 28

b) lm ———~ = |m ————— = |m —————L =" =00
=7 x2410x +21  x=>7 (x+3)x+7) x=>7 x+7 0
im f(x)= —c0
— X2 — No existe fim f(x).
im f(x)= +c0 X——7
x——7+
3 2
o Im X HOX F9X = [im 7X(X+3) =0

=3 x24+10x4+21 =3 x+7

3 2
d) /imw:o
x=0 x2 4 10x + 21
3 2
e Im w:+w
x=+o x? 41 10x 4 21
3 2
N lim X HOXT+9X = —o0
x=>=o x? 4 10x + 21
081 | Se considera Iafunciénf(x):L.Calcula lim f(x)y lim f(x).
(X—1)2 x—1 X —+ow
X
//mi > =4
lim == o (x=1) — lim f(x) = +o0
=) 0 lim S S 400 o
a1t (x — 1)
lim L:O
x=e (x —1)2
3 9,2
082 | Calcula lim X 8x +7X.
x—0 X2 — X
3 2 _ _
i X2 =8 X XXV gy g
x—0 XZ — X x—0 x(x—1) x—0
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SOLUCIONARIO 7

083 | Se considera la funcion f(x) = .Calcula Iim f(x), lim f(x)y lim f(x).

X2 —1 x—=—1 x—=1 X —>+®

(Baleares. Junio 2008. Opcion B. Cuestion 3)

lim 5 = —
lim X — No existe fim f(x).
x=>=1x2 _ 1 0 , X x——1
lim =40
x— 1T xz —1
: lim ; = —o0
im = X — No existe fim f(x).
x—1 XZ — 0 . X x—1
im = +o0
x—17 X2 —1
lim =0
x= oo x2 1
— 2 12 , . ., .
084 | Seaf(x)= — . Calcular el limite de la funcion cuando x tiende a —3.

x—3 x?-9
(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 3)

|
x93 (x =3)(x? —9) 23 (x—3)(x+3)

12] 2x? —12x+18 . 2(x —3)?
= [im im

lim [ — =
x=-3| x =3 x2 —9

5 5 im f(x)=—oc0
= lim =S — No existe im f(x).
x>=3 x4 3 0 im f(x)=4o0 x——3
x——3"

— 1
085 | Calcula lim (2x +1)x.
x—0
(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta A. Ejercicio 5)
J] p 4 )
a1 a1 lim (2>(JH—1)-i /;mZ_X
lim (2x + 1) — 1% lim (2x +1)% = ° =m0 x = ¢?
x—0 x—0
| | 1
086 | Calcula lim (cos x)sen’ .
x—0
(Navarra. Junio 2001. Opcién D. Pregunta 1)
1
lim (cos x)sen’x — 1%
x—0
_ - cos x—1
! lim (cos x —1)- ! lim cos x 1 lim 3
lim (cos x)sen’x = e*=° sen’x = @0 sen’x = @' 1=COsTx —
x—0
) cos x —1 : 1
m — lim _— ‘I e
— eX—>0(1fcos x)(1+4cos x) _ eX—>01+COSX —e 2 [

N
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Limites y continuidad

E— X2 ) X+2
087 | Calcula el limite de esta funcion six — +o:f(x) =
1+ x?

. 2 _9 xX+2 )

lim -1
X—> +o0 ].|_ X2

2

‘ X2 _ > X+2 Xi,;,»zm X _zz—W (x+2) Xﬁ,zx<X2_2—1—X22)(X+Z)

lim =e s =e X =
o+ Xz . —3x—6

lim >
— eX%er 1+x — eO =1
|
. 44+ x —V4—x
088 | Calcula lim Ja+ v .
x—0 4 x
(Madrid. Junio 2003. Opcion A. Ejercicio 1)

A+ x —Ja—x . 44 x—(4—x)

lim = lim =
x>0 4x =0 ax(Ja+x +J4—x)

. 2x . 1
= lim = lim =

=0 4x(Ja+x +Va—x) =024+ x +J4—x)

1=
089 | Calcula lim
x—0 X2

(Andalucia. Ario 2001. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 2)

1—x

_ 2 o 2
fm A=Y=y =0=x)

x—0 2 x—>0X2( TN > x—>0X2(H_ [1_ 2 )

1

1
m —— =
x—>01+ /1_X2 2

]
090 | Sabiendo que lim =1, halla:
x—0 sen x
. tgx . 1—cos x
a) lim 9 o Ilim ——
x—=0 x x—0 x?
. 1—cos? x . 1—cos x
b) lim ——— d) im ———
x—0 x2 x—0 X
. tgx . sen x . sen x 1
a) lim g = Jim = |im . =1
x—=0 X x=0 x Cos X x—0 X oS X
_1—cos’x . sen’x | senx  senx
b) lim = lim = lm| ——.—— | =1
x—0 X x—0 X2 x—0 X X
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SOLUCIONARIO 7

_1—cos x (1= cos x)(14 cos x) . 1— cos’ x
Q Im———=Im = |im —
x=0  x? x=0  x? (14 cos x) x=0 x? (14 cos x)
. sen’ x | sen’x 1
= m ——— = [im . = —
x=0 x2 (14 cos x) x>0 x? 14 cosx 2
— _ 2
Q) fim 1—cos x — (1—cos x)(1+ cos x) — i 1— cos* x _
x=0 X x=0 x(14 cos x) x=0 x(1+ cos x)
2
_ sen-x _ | SEnx . _senx _ 0
x=0 x(1+4cos x) x>0  x 1+ cos x
— X2 —1 six<3
091 | Sig(x)= 3 , determina los limites:
six>3
X+5
a) lim g(x) q lim g(x) e) lim g(x)
x——1 xX—3 X =+
b) lim g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)
X—>—5 X—>6 X —>—c
a) Iim g(x)= lim (x> =1)=0
x——1 x——1
b) lim g(x)= lm (x> —1) =24
X——=5 x——1
lim g(x)=lim (x*-1)=38
x—3" x—3" : ; i i
Q 3 3 (™ lim g(x) = lim g(x) — No existe lim g(x).
lim g(x)= lm = = x—3" x—3* x—3
x—3* x—=3" X+ 5 8
d) limg(x)= lm 3 :i
X—6 x—=6 X +5 11
e) Im g(x)= Im =0
X— +oo X— +oo X—|-5
f) lim g(x)= lm (x*—=1)= 4o
X—> —© X—> —®
4 . si x < —2
X_
2 ién: h = . imites.
092 | Seala funcién: h(x) X2 +Ax+4 si—2<x<3 Calcula estos limites
2t 19 si x >3
a) lim h(x) c lim h(x) e) lim h(x)
X——5 x—5 x—3
b) lim h(x) d) lim h(x) f) lim h(x)
X—2 xX—>—2 X =+
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Limites y continuidad

) Im h(x)= fm ——=_2
x—=5 X—>-=5x —2 7

b) lim h(x) = lim (x*+4x+4)=16

X—2 X—2

o lim h(x) = lm (2*T'4+9) =73

X—5 X—5
lim h(x)=1m =1
Ll o2 X2 — lIm h(x)= lim h(x)
lim h(X): im (X2_|_4X_|_4):O X—>—=2" x——2F
x— =27 x— 2"

— No existe im h(x).
X—>—2

lim h(x)= lim (x> +4x+4) =25

g) *73 X3 = lim h(x)= lim h(x)
lim h(x)= lim (2**'4+9) =25 x—3 x—>3+
x—3T x—3"

— lim h(x) =25

x—3

f) Jim h(x)= lm (2T"+9) =+

X—> +o0 X— +o0

093 | Dibuja la grafica aproximada de una funcidon que cumpla simultdneamente
las siguientes condiciones:

lim f(x)=2 lim f(x)=0
x—3 x—=—1
lim f(x)=—o Iim f(x)=0
X = +oo X——o

Respuesta abierta. Por ejemplo:
YA

094 | Decide si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se indican.
En caso de no serlo, determina el tipo de discontinuidad existente.

a) Enx=0yx=2. b) Enx=0yx=2.
Y Y
1 f(x)
14 /)
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SOLUCIONARIO

¢ Enx=1. e) Enx=—-2yx=2.
YA YA
| f(
L _L~
E(X
11V X B X
d Enx=—-1yx=2. f) Enx=1.
YA YA
\ [ i
| N
/ f(x)
o\ 11/
. X
X
a) » f(0)=0= lim f(x) — La funcidén es continua en x = 0.

d)

x—0

« f(2)=4= lim f(x) = La funcién es continua en x = 2.
xX—2

- No existe f(0).
im f(x)= Im f(x)=0,5— Existe limf(x)=0,5.

x—0" x—0" x—0

La funcidn no es continua en x = 0, tiene una discontinuidad evitable.

« f(2)=2,5= lim f(x) — La funcién es continua en x = 2.
X—2

No existe f(1).

im f(x)=—1

x=>1 — lim f(x) = lim f(x) — No existe lim f(x).
lim f(x)=3 x—=17 x—1" x—1

x—1F

La funcidn no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad de salto finito.

« f(—=1)=1= lm f(x) — La funcion es continua en x = —1.
« f(2)=1,5 o
im f(x)= lm f(x)=2,5— Existe Iimf(x)=2,5.
x—2" x—2+F xX—2
f(2) ¢X/i£>n2f(x) — La funcién no es continua en x = 2, tiene una
discontinuidad evitable.
« No existe f(—2).

lim f(x)=+o0
S — No existe im f(x).
lim f(x)=—o0 o
x——=2"

La funcidn no es continua en x = —2, tiene una discontinuidad de salto infinito.
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Limites y continuidad

095

- f(2)=3
//‘mif(x) = —1
2 — im f(x) = lim f(x)—= No existe im f(x).
im f(x)=3 xX—27 x—=2% x—2
x—2F

La funcidn no es continua en x = 2, tiene una discontinuidad de salto finito.

f) f(1)=-1

//'mif(x) =2

i — lim f(x) = lim f(x) — No existe im f(x).
im f(x)=5 x—=1" x—1 x—1

x—Th

La funcidn no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad de salto finito.

Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

a) y=x>—-5x+6 d y=+v4—x?

b)y:; e)y:ln\x\

x> —5x+6
d y=vVx*—4 f) y =log (2 —x)

a) Lafuncién es polindmica, por tanto es continua en R.

=2
D) X—5x+6=0-1"
X=3
Dominio= R — {2, 3}
- No existe f(2).

im f(x)= 4o

X2 — No existe im f(x).

im f(x) = —o0 X—2
x—2"

- No existe f(3).

im f(x) = —o0
o3 — No existe fim f(x).
lim f(x)= 4o =3
x—3*

La funcidn es continua en R —{2, 3}, tiene discontinuidades de salto infinito
enx=2yenx=3.

>0
) X2—4>0-(x+2)(x=2)>0—1"7
x <=2

La funcién esta definida en (—oo, —2] U [2, +00), por tanto, s continua
en(—oo, —2) U (2, +o0).

d)4—-x>>0->2+x)2-x)>0—>-2<x<2
La funcién esta definida en [—2, 2], por tanto, es continua en (—2, 2).



096

(En qué puntos presentan una discontinuidad estas funciones y de qué tipo son?

a) y

e)

f)

SOLUCIONARIO 7

No existe f(0).

im f(x)= —o0

=0 — lim f(x) = —oo
lim f(x) = —o0 x—0
x—0"

La funcidn es continua en R — {0}, tiene una discontinuidad de salto infinito

enx =0.

2—x>0->x<?2
La funcién esta definida en (— oo, 2), por tanto es continua en (—oo, 2).

2x 42
5 dy=—"—"
Y —2 x2 —2x—3
6Xx x* —x
- e y=—>—"—"-
X2_2X+3 2X2+4X_6
3x —6 2X2 +4x+6
— fly=—-—"7"-—
X° —2x+1 x? —x
No existe f(2).
lim f(x)= —c0
x=2 — No existe fim f(x)
im f(x) = +oo =2
x—2t

La funcién tiene en x = 2 una discontinuidad de salto infinito.

x> —2x + 3 = 0 para cualquier valor de x, asf no hay puntos de discontinuidad.

X =2x+1=0->x=1

im f(x) = —o0

ad — lim f(x) = —o
im f(x) = —o0 X—1
x—TF

La funcién tiene en x = 1 una discontinuidad de salto infinito.

x2—2x—3:O—>{X:_]

x=3

- No existe f(—1).
im f) = fm 2t 2 T
x——1 x==1(x+ND(x —3) x—>-1x—13 2

« No existe f(3).

im f(x) = —o0

x—3" — No existe im f(x)
lim f(x) = +oo o
x—3T

La funcién es continuaen R — {—1, 3}, tiene una discontinuidad evitable
en x = —1y una discontinuidad de salto infinito en x = 3.
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Limites y continuidad

o) 2X2+4X—6—O%{X:_3
X

« No existe f(—3).

lim f(x)=4o0
X—s—3" — No existe im f(x).
lim f(x)=—o0 o
x——3"

« No existe f(1).

imf(x)= /im&: //'m#:i

x=1 =1 2(x —ND(x+3)  x=12(x+3) 8
La funciéon es continua en R — {—3, 1}, tiene una discontinuidad evitable
en x = —3y una discontinuidad evitable en x = 1.

f) X2—X:O%{Xio

« No existe f(0).

lim f(x)=+o

x—0~ — No existe im f(x).
lim f(x) = —oo 0
x—0"

« No existe f(1).

im f(x) = —o0

X1 — No existe im f(x).
lim f(x) = +oo !

x—=1+

La funcidon es continua en R — {0, 1}, tiene discontinuidades de salto infinito
enx=0yenx=1.

097 | Seaf(x)= 2 — 212 . Comprobar si la funcion es continua en x = 3.

x—3 x° =9

No existe f(3).

, 2 12 2x?P—12x+18 , 2(x —3)°
fim — = lim = lim =
=3 x =3 x? -9 ) 23 (x—=3)(x*—-9) 3 (x—3)P(x+3)
‘ 2 1
= lim = —
x=3 x + 3 3

La funcidn no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad evitable.

3x —3x
. eeX —e L , .
098 | Sif(x) = ——————, indica de forma razonada en qué valor x=a no esta
4 x

definida f(x).

La funcion no esta definida para los valores que anulan el denominador,
es decir, para x = 0.

430



099

100

101

SOLUCIONARIO 7

Vx+1-—1

X
que f(x) sea una funcién continua en ese punto.

La funcién f(x) = no esta definida para x = 0. Definir f(0) de modo

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 2)

X+ =1 X+1-1 X

im—=Im——= Im—— =
x—0 X x—)OX< ’X—I—]—I—]) x—)OX( X+1+])

1

1
m — =
S0 x+14+1 2
NG

six =0
La funcion es continua si: f(x) = ] X
— six =20
2
x2 —1
Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = —— clasificar sus diferentes
tipos de discontinuidad. X*+3x+2
(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 3. Cuestion A)
=2
P+3x42=0-1"
X =—1
- No existe f(—2).
Iim f(x)= 4w
X2 — No existe fim f(x).
im f(x)= —o0 X——2
x——=2t
- No existe f(—1).
im fx) = fim SN e x =
x——1 x==1(x+D(x+2) x=>=1 x4+ 2

La funcidn es continuaen R — {—2, — 1}, tiene una discontinuidad de salto infinito
en x = —2 y una discontinuidad evitable en x = —1.

{Cudles son las diferencias entre las funcionesy =2x —1ey = (2x —Tx+2) .

iSon las dos funciones continuas? X+2

Si tienen alguna discontinuidad, decide de qué tipo es.

Escribe, si es posible, la segunda funcidén como funcién definida a trozos utilizando
la primera.

Las funciones tienen la misma grafica salvo en el punto x = —2. La primera
es una recta y es continua, la segunda esta formada por dos semirrectas
y No es continua en este punto.

(2x =Dx+2)

im ———————~= |m (2x—=1)= -5
X——2 X+ 2 X——2
La discontinuidad de la segunda funcién en x = — 2 es evitable.

Asi, la segunda funciones: f(x)=2x—1 six = =2

431



Limites y continuidad

102 | Estudia la continuidad en x = —1 y x = 2 de la funcién:
3x —2 si x < —1
fxX)={x>+4x—1 si—1<x<2
M+In(x—1) six>2

Clasifica los tipos de discontinuidades.

e f(=1)=—-4
/imif(x) =-5
x=-l — No existe im f(x).
im f(x)=—4 x——1
x——1F
La funcién no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito.
« f(2)=11
//‘mif(x) =11
=2 —lim f(x)=11=f(2)
im f(x)=11 X—2
x—2+

La funcién es continua en x = 2.

103 | Estudia la continuidad de la siguiente funcion en los puntosx =0y x = 3.

six<O0
x—4
g(x)={x—1 sio<x<3

six>3
xX—3
+ No existe g(0).
lim g(x)=—1
=0 — lim g(x) = —1
im g(x)=—1 x—0
x—0"

La funcién no es continua en x = 0, tiene una discontinuidad evitable.

+ g(3)=2
lim g(x)=2
x—3 — No existe im g(x).
lim g(x) = 4o s
x—3"

La funcidn no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad de salto infinito.

104 | Estudia sila funcion:

X si x < —1
f(x)=11—x% si—1<x<2
—3 si 2 < x
es continua en los puntosx = —1yx = 2.
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o f(=1)= -1
im f(x)=—1
x——1"

lim f(x)=0

x——1"

— No existe im f(x).

X——1

SOLUCIONARIO 7

La funcidn no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito.

. f(2)=-3
im f(x)=-3
X—2"

im f(x)=-3
x—2*

— lim f(x)=—-3="f(2)

X—2

La funcidén es continua en x = 2.

Estudiar la continuidad de la funcion:

en el punto x = 3.

f(X) =

6

x2—9

x—3

(Galicia. Junio 2000. Bloque 1. Pregunta 2)

f(3)==6

Iimf(x)= lim
X—3 X—3

(x =3)x+3)

X —3

= lm(x+3)=6=1(3)

X—3

La funcién es continua en x = 3.

Dada la funcion:

2x+5
f(x):{ 5
x° +k

determina k para que f(x) sea continuaenx = 1.

six=3

six=3

si x <1
si x >1

(Castilla-La Mancha. Junio 2001. Bloque 3. Pregunta A)

La funcién es continua si: fim f(x) = f(1)

x—=17

—>7=1+k>k=6

Xx—1
f(n=7
Existe im f(x) si lim f(x)= lm f(x).
x—1 x—17
lim f(x)=7
x—1"
im f(x)=1+k
x—1F

;Qué valor debe tomar a en la siguiente funcién para que sea continua

en el punto x = 47

h(x):1

cos (x —4)
2x—2a

six<4
six >4

433



434

Limites y continuidad

108

109

La funciéon es continua si: im h(x) = h(4)

xX—4

h(4)= 24729
Existe lim h(x) si lim h(x)= Ilm h(x).

xX—4 x—4" x—4T
im h(x)=1
o -2 =154-2a=0—>qg=2
lim h(x) =242
x—4T

Completa la funciéon para que sea continua en x = 2.

x2 —2x—1 six<?2

p(x) = |:| six=2

1

Six>2

La funcion es continua si: im p(x) = p(2)
X—2

Existe im p(x) si lim p(x)= lm p(x).

X—2 X—2~ x—2"
im p(x)=—1
x=2 — lim p(x) = —1
lim p(x)=—1 X—2
x—2T

X2 —=2x—1 six<?2

—1 Six =2
1

X —3

Entonces la funcion es continua si: p(x) =
Six > 2

Sea la funcion f: R — R dada por:

x2 —4x+3 six<3
f(x)= -
2x—4 si x >3

(En qué puntos es continua la funcién?

La funcion esta formada por dos funciones polindmicas,
por tanto, continuas en los intervalos en los que estan definidas.
Estudiamos qué ocurre en el punto x = 3:

f(3)=0
lim f(x)=0
x=3" — No existe im f(x).
im f(x)=2 e
x—3F

Luego la funcién no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad
de salto finito.
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Estudia la continuidad de esta funcion, y especifica los tipos de discontinuidades
que presente.

1T+ x2 six<—1
f(x) = 2 six =—1

si x> —1
3—x

. f(x) =1+ x? es una funcién polinémica, por tanto, f(x) es continua
en (—oo, —1).

lim f(x)=f(=1) — f(x) es continua en x = 2.

« f(x)= 8 estd definida en R — {3}, por tanto, f(x) es continua
3—x
en(—1,3)U (3, +ox).

- No existe f(3).

im f(x)= 400
X3 — No existe fim f(x).
lim f(x)=—oo e
x—3t

Luego la funcion no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad
de salto infinito.

Estudia la continuidad de la funcion:

3In(x+2) six<—1
g(x)=12 si x =—1
x2 —1 si x > —1

« g(x) =3In(x + 2) esta definida en (— 2, +00), por tanto, g (x) es continua
en(—=2,—1).

cg(=N=2
im g(x)=0

X——1"

— lim g(x)=0
lim g(x)=0 x— -1
x— —TF

lim g(x)= g(—1) = g(x) noes continua en x = —1, tiene una discontinuidad
x——1
evitable.

. g(x) = x* —1es una funcion polindmica, por tanto, g (x) es continua
en (=1, +o0).
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112 | Estudia la continuidad de esta funcion:

4 si x <=2
X+3
h(x)=1x* +2x+4 si—2<x<1
3 .
si x >1
| X +7
4 e )
. h(x)= estd definida en R — {—3}, por tanto, h(x) es continua

X+ 3
en(—oo, —3)U (=3, —2).

No existe h(—3).

lim h(x)=—o0

X—>-3" — No existe lim h(x).
lim h(x) = +oo o

x— 3T

Luego la funcién no es continua en x = —3, tiene una discontinuidad de salto
infinito.

« Estudiamos qué ocurre en el punto x = —2:

h(=2)=14
lim h(x)=4
X—>—=2"

— lim h(x)=4
im h(x)=4 x—=2
x— 2"

im h(x)= h(=2) — h(x) es continuaen x = —2.
X——2

. h(x) = x? + 2x + 4 es una funcién polinémica, por tanto, h(x) es continua
en(—=2,1).

. h(x)=

. esta definidaen R — {—7}, por tanto, h(x) es continua en (1, 4+00).
X+

« Estudiamos qué ocurre en el punto x = 1:
No existe h(1).

im h(x)=7
Xx—=1"
31~ No existe fim h(x).
im h(x) == ind
x—1F 8

Luego la funcién no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad
de salto finito.

113 | Estudiar la continuidad de la funcién:

1
f(x)=12—x
—x2+4x—2 six>1

si x <1
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o f(x)= . 1 estd definida en R — {2}, por tanto, f(x) es continua en (—oo, 1).
— X
« f(x) = —x%+ 4x —2 es una funcién polindmica, por tanto, f(x) es continua
en (1, +o0).

« Estudiamos qué ocurre en el punto x = 1:
f(ny=1

/imff(x):1

! — lim f(x) =1
im f(x)=1 x=1

x—1T

imf(x)=/f(1) = f(x)es continuaen x = 1.
x—1

Se considera la funcion real de variable real definida por:
3 .
— >
fx) = X—2 six>2
x(x—2) six<2
(Madrid. Septiembre 2002. Opcion A. Ejercicio 2)

. Estudiar su continuidad.

. f(x)=3/x—2 esta definida en R, por tanto, f(x) es continua en (2, +x).
« f(x) = x(x —2) esuna funcién polindmica, por tanto, f(x) es continua en (—oo, 2).

- Estudiamos qué ocurre en el punto x = 2:

f(2)=0

/im_f(x)=0

=2 - lim f(x)=0
im f(x)=20 X—2

x—2+F

lim f(x)=1f(2) = f(x) es continuaen x = 2.
X—2

Expresa estas funciones como funciones definidas a trozos, y estudia su continuidad.

a) y=|x]|  y=|3-2x] e y=|6—x
b) y =|x+5] dy=|x>—x—6]
3 f(x):{x STXEO
—x six<O0
. F(0)=0
lim f(x)=0
=0 — Imf(x)=0
lim f(x)=20 x=0
x—0*t

lim f(x)=f(0) = f(x) es continua en x = 0.
x—0

« La funcién estd formada por funciones polinémicas, por tanto,

f(x) es continua en R.
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s
o) f(X):{XJrS s?x_ 5
—x—=5 six<—=5
« f(=5)=0
im f(x)=0
o — lim f(x)=0
im f(x)=20 X—-5
x— 5T

im f(x)=1f(=5)— f(x)es continuaen x = —5.
x— =5

« Lafuncién estd formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

3—2x sixgi

Q f(x)= 2

2x—13 si><>i

2

: f[3]:o
2
im f(x)=0
x—>—7
— imf(x)=0

im f(x)=0 MIRE

3+ 2
X——=

lim f(X)Zf[;]%f(x)es continua enx:j

3
X—=
2

- Lafuncién estd formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

X =2

d) xz—x—6:0—>{
X =3

XX —x—6 Six <=2
f(x)=4—-x24+x46 si—2<x<3
X2 —x—6 six>3

« f(=2)=0
im f(x)=0
x> =2 — lim f(x)=0
im f(x)=0 x==2
x— =2

im f(x)=1f(=2) = f(x)escontinuaen x = —2.
X— 2
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.« f(3)=0
im f(x)=0
x=3 — Imf(x)=0
im f(x)=20 x—3
x—37T

lim f(x)=/f(3) = f(x) es continuaen x = 3.
X—3

« La funcién esta formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

Q) 6—x>=0—x=4J6
X2 —6 six< -6

fFx)=16—x2 si—vJ6 <x<6
X2 —6 six>v6

lim_ f(x)=0
x—(-6) S dm f) =0
lim f(x)=0 x——/6
x—(=6 )"
/imff(x) = f(—6 ) > f(x) es continuaen x = —/6 .
x——6
. f(\/g):o
lim f(x)=0
i — Iim f(x)=0
lim f(X):O X—>\/g
x—(J6 )"
/irg—f(x):f(\/€>—>f(x)escontinuaenx:\/g.
X—V6

« La funcién esta formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

|
116 | Se considera la funcion f(x) =

en el intervalo (0, ).

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 1. Opcion B)

1
sen 4x — ? ‘ Estudia su continuidad

IS I
dxX=—>>X=—
1 I 6 4 )
sen4x ——=0->sendx = — — en el intervalo (0, &)
2 2 5T 5w
4xX=—>X=—
6 24
i—sen4x S0<x< &
2 6
f(x)=1sen4x — — 5|£§x§5—TY
6 6
i—sen4x Si 56“<x<1r
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//mif(x):O
ot |
— Im f(x)=20
im f(x)=0 X
LA 6
6

.

. f[ 5“]:
6
im f(x)=0
X 5T
° — lim f(x)=0
im f(x)=20 5
5T 6
X——

ELS

im f(x)= f[SW] — f(x) es continuaen x = S—ﬁ
X—> 6 6

La funcién es continua en (0, ).

6—x

117 | Encontrar el valor de k para el cual la funcién f(x) = 2
es continua.

si x <2

x? +kx six>2

« La funcion esta formada por funciones polindmicas, por tanto, es continua
en los intervalos en los que estan definidas. Estudiamos el punto
en el que cambia su expresién algebraica.

- Lafuncién es continuaenx = 2si: im f(x) = f(2)

X—2

f(2) =4+ 2k
Existe lim f(x) si Iim f(x)= lim f(x).

X—2 X—2" x—2F
//'mif(x):2
=2 S 2=442k >2k=-2—>k=—1
im f(x)=4+2k
x—2T

118 | Se sabe que la funciéon f: (—1, +o) — R definida por:

x2 —4x+3 si—1<x<0
f(x)=1x2+a
X+1
es continua en (—1, 4+ ). Halla el valor de a.

six>0
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Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estén
definidas, f(x) es continua en (— 1, +o0) si es continua en x = 0,
es decir, si im f(x) = f(0).

x—0
f(0)=a
Existe lim f(x) si lim f(x)= lm f(x).

x—0 x—0~ x—0*
im f(x)=3
x—0"
—>a=3

im f(x)=a
x—0F

Dada la funcion:

542 sen x six<O0
f(x)= 5 )
—X“4+ax+b six>0
;Para qué valores de los parametros a y b es continua la funcion f(x)?
(Canarias. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)
Para cualquier valor de los parédmetros a y b las funciones son continuas
en los intervalos en los que estan definidas.

Estudiamos qué ocurre en el punto x = 0:

f(0)=5

Existe lim f(x) si lim f(x)= lm f(x).
x—0 x—0~ x—0"

//'mif(x):5

x—0 —)b=5

im f(x)=0b

x—0F

Luego f(x) es continua si b = 5, independientemente del valor de a.

2x +1 six <=2

Dada la funcion f(x) = { ax?> + bx si —2 < x < 4,determinaay b
x—4 si 4 < x

de modo que sea continua.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2001. Bloque 2. Pregunta A)

« Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua si es continuaen x = =2y en x =4.

« Lafunciénes continuaenx=—2si: im f(x)=f(=2).
X——=2
f(=2)=-3
Existe lim f(x)si lm f(x)= lm f(x).
X—=2 x——2" x——2"
im f(x)=-3
= —4a—-2b=-3
lim f(x)=4a-2b
x— 2"
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« Lafuncidnes continuaenx=4si: im f(x) =f(4)
f(4)=16a+4b .

Existe im f(x) si lim f(x)= lim f(x).
X—4 X—4~ x—4"

im f(x)=16a+ 4b

e —16a+4b=0
im f(x)=0
x—4T
4a—2b:—3} Fp—
Entonces: - 4

16a+4b=0

121 | Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcion siguiente resulte
continua en todos los puntos.

ax —b si x < —1
fix)={4ax> —bx+3 si—1<x<2
—bx3 +a six>2

Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua sies continuaenx=—1yenx=2.

« Lafuncidones continuaenx= —1si: [im f(x)=1f(-1)
x——1
f(-)=a+b+3 -

Existe im f(x)si Iim f(x)= Ilm f(x).
x—=—1 x——1" x——TF

im f(x)=—a—>b
xX——1"

im f(x)=a+b+3

x— —T"

- —a—-b=ag+b+3—>2a+2b=-3

« Lafuncion es continuaenx=2si: im f(x) = f(2)
f(2)=4a—2b+3 e

Existe lim f(x) si lim f(x)= Ilm f(x).

x—2 x—2" x—2F
Iim f(x)=4a—-2b+3
=2 —>4a—2b+3=-8b+a—3a+6b=-3
im f(x)=—-8b+a
x—2F
2a+42b=—3 a=-2
Entonces: - 1

122 | Seaf:R — R la funcién continua definida por:

= 12 — x| six<a
_{x2 —5x+7 six>a

donde a es un numero real. Determina a.

f(x
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2—X
« Sia <2, entonces lafuncion es de laforma: f(x) = {

Al ser funciones continuas en los intervalos en los que estan definidas,

f(x) es continua si es continua en x = g, es decir, si: im f(x) = f(a)
X—a

fla)=a’>—=5a+7

Existe im f(x) si lim f(x)= Im f(x).

Xx—a x—a~ x—a’

im f(x)=2—a

x=a —>2—a=ad>-5a+7—>ad> —4a+5=0

lim f(x)=a’>—5a+7

x—a™

— No tiene solucion.
2—x six <2

« Sia> 2 laexpresion de lafuncidones: f(x)=1—-2+ x si2<x<a

x> =5x+7 six>a

Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,

f(x) es continua si es continuaenx=2yenx=ad.
La funcion es continua en x = 2 porque im f(x)=f(2) = 0.
X—2

Estudiamos la funcion en x = a:
fla)=a’>—5a+7

Existe im f(x) si lim f(x)= Im f(x).
x—a x—a~ x—a’

im f(x)=-2+a

X—a-

lim f(x)=a>—5a+7

x—at

Para cualquier valor real de g, se considera la funcién:

x? 42x si—0<x<0
f(x)=1senax Sio<x< =™
(x — ) +1 sit<x<+4ow
Determinar los valores de a para los cuales f(x) es continua en todo R.

(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 1. Opcion B)

Para cualquier valor de a las funciones son continuas en los intervalos

en los que estan definidas. Por tanto, f(x) es continuasiloesenx =0y en x = .

« f(0)=0
Existe lim f(x) si Iim f(x)= lm f(x).
x—0 x—0~ x—0*t
im f(x)=0
x—0"

— limf(x)=0=/f(0)
im f(x)=0 x—0

x—=0"

f(x) es continua en x = 0 para cualquier valor de a.

x> —5x+7 six>a

—>-24a=ad"-5a+7—>a’"—6a+9=0—>a=3
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« Lafunciénes continuaenx=msi: im f(x)=f(x)

X—T
f(m)=1
lim f(x)=sen ax :
o —>senaﬂ:1—>aw:1+2kﬂea:—+2k,siendokeZ
im f(x)=1 2 2
x—t

124 | Considera la funcién f: (—oo, 10) — R definida por:

a¥—6 six<?2
f(x)=
‘X—S‘ si2<x<10

Determina el valor de a > 0 sabiendo que fes continua.

Como f(x) estéd formada por funciones continuas en los intervalos
en los que estan definidas, es continua en (—oo, 10) siloesenx =2,
esdecir, si: im f(x) =f(2)

X—2
f(2)=3
Existe fim f(x) si im f(x)= lim f(x).

x—2 X—2" x—27T

lim f(x)=a’>—6
x=2 —>ad’—-6=3>2ad>=9—>ag=43
im f(x)=3
x—2+t

Como a > 0 la funcion es continua sia = 3.

3,2 _
125 | Demuestra que la funcién f(x) = x2x3 se anula en el intervalo [1, 3].
X +1

Menciona los resultados tedricos en que te apoyas para hacer tus afirmaciones.

f(x) es continuaen R — { —; } luego es continua en [1, 3].

f(H=-1<0
f(3):£>0
Vi

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (1, 3), tal que f(c) =0,
es decir, la funcidn se anula en algun punto del intervalo (1, 3).

126 | Seaf(x)=2— x+In x conx € (0, + ). Probar que existe un punto ¢ €
tal que f(c) =0.

1
,1]
2

f(x) es continua en (0, +0), luego es continua en

1
<l
02
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Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ €

L, 1],ta| que f(c) =0,
eZ

. - . . 1
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo [ — 1.
e

Demuestra que existe al menos un numero real x para el que se verifica sen x = x — 2.

(Baleares. Septiembre 2001. Opcion B. Cuestion 1)

Consideramos la funcion f(x) = sen x — x + 2.
f(x) es continua en R, luego es continua en [2, 3].
f(2) =sen2=0,909 >0
f(3)=sen3—1=-0858<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (2, 3), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (2, 3),
por tanto, la ecuacioén tiene al menos una solucién en este intervalo.

Determinar si el polinomio x* — 4x? — 1 tiene alguna raiz real negativa.

(Extremadura. Junio 2003. Repertorio B. Ejercicio 1)

Consideramos la funcion f(x) = x* — 4x? —1.

f(x) es continua en R, luego es continua en [—3, —2].

f(—=3)=44>0

f(=2)=-1<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (—3, —2), tal que f(¢) =0,

es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (—3, —2),
luego el polinomio tiene alguna rafz real negativa.

Se considera la ecuacién x® + x* + mx — 6 = 0. Utilizando el teorema de Bolzano,
demuestra:

a) Sim > —3 entonces la ecuacién tiene al menos una raiz real menor que 2.
b) Sim < —3 entonces la ecuacién tiene al menos una raiz real mayor que 2.
(Baleares. Junio 2003. Opcién B. Cuestion 3)

a) Consideramos la funcion f(x) = x> + x> +mx — 6.
f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 2].
f(0)=-6<0
f(2)=2m+6>0—->2m>-6—>m> -3

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 2), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 2),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.

b) Consideramos la funcién f(x) = x> + x? + mx — 6 continua en R.
f2)=2m+6<0—=2m<—-6—->m< -3

Alser im f(x)= 4+oco— Existe un valor b > 2, tal que f(x) es continua
X— +ow

en[2,b]yf(b)>0.

Entonces, aplicando el teorema de Bolzano, tenemos que existe ¢ € (2, b),

tal que f(c) = 0, es decir, la funcidn se anula en algun punto del intervalo (2, b)
con b > 2, por tanto, la ecuacion tiene al menos una raiz real mayor que 2.
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Limites y continuidad

130 | Probar que la ecuacién x = cos x tiene solucién positiva.

Consideramos la funcién f(x) = x — cos x.

f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 1].
f0)=—-1<0

f(1)=1—-cos1=0459>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que f(c) =0,
es decir, la funcidn se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una solucién positiva.

131 | ;Puede asegurarse, utilizando el teorema de Bolzano, que la funcién f(x) = tg x

. , . ™ 37
tiene unaraizen el intervalo| —, —

? Razona la respuesta.

Consideramos la funcion f(x) = tg x.
3T

4

i

, .. ™ ., .
f(x) no esta definida en x = —, por tanto, la funcién no es continua en
2

y no puede aplicarse el teorema de Bolzano, asi que no puede asegurarse
que la funcién tenga una raiz en este intervalo.

132 | Calcular, con un error menor que una décima, una raiz positiva
del polinomio x* + x — 1.

Consideramos la funcion f(x) = x> + x — 1continua en R.
f0)=—1<0
f(1)=1>0

Como f(x) es continua en [0, 1] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe c € (0, 1), tal que f(c) = 0.

f(0,5)=-0375<0

Como f(x) es continua en [0,5; 1] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe c € (0,5; 1), tal que f(c) = 0.

f(09)=0629>0

Como f(x) es continua en [0,5; 0,9] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,5; 0,9), tal que f(c) = 0,184.

f(0,6) =—0,184 <0

Como f(x) es continua en [0,6; 0,9] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,6; 0,9), tal que f(c) = 0.

f(0,7)=0,043 >0

Como f(x) es continua en [0,6; 0,7] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,6; 0,7), tal que f(c) = 0.
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SOLUCIONARIO

133 | Demuestra que existe un punto x = c en el que la funcién f (x) = x> + x - 2* toma
el valor 2. Encuéntralo, aproximando su expresion hasta las centésimas.
Sif(c)=2—f(c)—2=0
Consideramos la funcion g(x) = x>+ x - 2¥ — 2.
g(x) es continua en R, luego g (x) es continua en [0, 1].
g(0)=-2<0
g(l)=1>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que g(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
por tanto, f(c) —2=0—->f(c) =

g(05)=—1043<0 g(0,7)=—-0372<0

(0,9) =0,489 >0 g(0,75)=—0,176 <0
g(06)=-0,73<0 g(0,79) = —0,009 < 0
(08)=0,032>0

Como g (x) es continua en [0,79; 0,8] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,79; 0,8), tal que g (c) = 0, por tanto, f(x) toma
el valor 2 en algun punto del intervalo (0,79; 0,8).

134 | Dadas las funciones f(x) = x sen x y g(x) = In x, justifica que existe un punto
del intervalo [2, 3] donde ambas funciones toman el mismo valor.
Consideramos la funcion h(x) = xsenx — In x.

f(x) es continua en Ry g (x) es continua en (0, 4+00), por tanto, h(x) es continua
en [2,3].

h(2)=1125>0

h(3)=—-0,675<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (2, 3), tal que h(c) =0,

es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (2, 3),
por tanto, h(c) =f(c) — g(c) =0—f(c) =g(0).

135 | Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x) = e*y g(x) = 1 e cortan
en un punto x > 0. X

. . 1
Consideramos la funcién h(x) = e* — —.
X

f(x) es continua en Ry g (x) es continua en R — {0}, por tanto, h(x) es continua
en R — {0}

h(05)=—-0351<0
h(1)=1718>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0,5; 1), tal que h(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0,5; 1),

por tanto, h(c) = f(c) — g(c) =0 — f(c) = g(c), es decir, las funciones
se cortan en un punto de este intervalo.
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Limites y continuidad

136 | Dadalafuncién f(x) = x sen [ﬂx ], demuestra que existe o € (0, 4)
4

tal que f(a) = f(a + 1). Menciona los resultados tedricos que utilices.

Consideramos la funcién g(x) = x sen [Zx ] —(x+ 1)sen[2(x + 1)].

f(x) es continua en R, por tanto, g (x) es continua en [0, 4].

J2 572
- 7

g(O):—?<O g(4) 0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe o € (0, 4), tal que g(a) =0,

es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 4),
por tanto: g(a) = f(a) —fla+1)=0 > f(a) = f(a + 1)

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Calcula:
1-5n
. 24+n 4 3_3 _+np?—
a) I/m[ + ] b lim \/n +2n 3 \/n n
n—>+x | 14+n n—+ow n+5

n— 4w ]+n
2+4n  (24n=1—=n)1=5n)
1-5 i —1|-(1=5
. 2+ﬂ n n—/ﬁlx 1+n ]( n) ni@x 1+n
im = = + =
n—>+w( 14 n
X 1-5n
lim 1
— n—+w 14+n —675 —
o5
Jnt +2m =3 —Jn* —n
b) | — 0 —
n— o0 n+5
) \/n4+2n3—3—\/n4—n
lim =
n—+o0 n+5

(\/n4 +2n° —3 —n* —n )(\/ﬂ4 +2m —3 +n" —n)

= [im =
e (n+5)Jn* +20° =3 +n* —n )
) n* +2n* =3—n* +n
= [im —

HJ’”(nJrS)(\/n“ +2n* =3 ++/n —n)

. 2n* +n-3
= lim =1

>4 (4 5y (ot +20° =3 +4n* —n )
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SOLUCIONARIO 7

Calcule:

n_
a) lim (\/n2—5n+4—n) b) lim 2 -8

n—+oo n—+oo 2n+1

(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 4. Pregunta 1)

a) lim (\/n2—5n+4—n)—>oo—oo
n— +oo
, (3 e 4 , <\/n2—5ﬂ+4—|—n)(\/n2—5n+4+n)
ﬂinzoo( n2_5n+4+n):ﬂirzoo }n2_5n+4+n -

2 2 _
— m n 5n+4—n — m 5n+4 :_i

ot 2 _5n4+4 +n "t n?—5n4+4 +n 2

| 2"-8 , 2" 2’ 22 1
b) lim = lm — = Jm|—-—="—|=—=
n— 4o 2n+1 Nn— +oo 2n+1 2n+1 n—+4o| 2 on 2

Determina el valor de a para el cual:

lim (2x—\/4x2 +ax +1 ):1

X >+

(La Rioja. Junio 2000. Propuesta A. Ejercicio 4)
l (2X—«/4X2+ax+1 ):
X—> o0
(2)(—\/4)(2—1—0)(—1—1 )<2x+\/4x2+ax—|—1 )

= Jim =
X e 2X +4x2+ax +1

— im 4x° —4x?—ax—1 i —ax —1 B

Ao oy JAxi+ax+1 0 T 2x 34X+ ax + 1

4

Determina el valor de a para el cual:

) [X+3]GX
lim =e

X =>4 X

(La Rioja. Junio 2001. Propuesta A. Ejercicio 4)

ax
. X 43 w
//m[ ] -1

X—> o0 X
X 43 ax im | X3 71].0)( im (x+3—x)-ax im 39%
//m — eX—>+°° X = pxot= X = prote X =
X—>+oo X

1
:e3":e—>3a:1—>a:§
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Limites y continuidad

5 | Estudia si la funcion:

X si x < —1
f(x)=41—x%> si—1<x<2
-3 si2< x
es continua en los puntos x= —1yx = 2.
. f(=1)=-1
lim f(x)=-1
x> — No existe lim f(x) — f(x)no es continua en x = —1.
lim f(x)=0 X——1
x— Tt

La funcion tiene una discontinuidad de salto finito en el punto x = —1.

. f(2)=-3
im f(x)=-3
X2 — lim f(x) = -3 =1(2) — f(x) es continua en x = 2.
lim f(x)=-3 X—2
x—2*

6 | Determinar los valores de a y b para que la funcién siguiente sea continua
en todos los puntos.
ax> +b six <0

flx)=1X—a sio<x<1

i—i—b si1<x
X

f(x) estd formada por dos funciones polindmicas, por tanto, continuas,

y una funcion racional que no esta definida en x = 0, pero que es continua
en el intervalo (1, +o0). Asi la funcién es continua en todos los puntos

si lo es enlos puntos en los que cambia su expresion algebraica.

« Lafuncion es continuaenx =0si: im f(x) = f(0)

x—=0
f(0)=—ayexiste imf(x) si lim f(x)= lm f(x).
x—0 x—0" x—0"
lim f(x)="0
x—0 —>b:—a
lim f(x)=—a
x—0*t

« Lafuncionescontinuaenx=1si: imf(x) = (1)
x—1

f(1)=a+ by existe imf(x) si lim f(x)= lim f(x).

x—1 x—=1" x—=1"

im f(x)=1—a

id —>l—a=a+b
im f(x)=a+0b
x—1t
b=-—a a=1
Entonces: -
2a+b=1 b=-1
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SOLUCIONARIO

Busca algun criterio que te permita afirmar que la ecuacién:
X3 +x2—7x4+1=0

tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 1). ;Qué te dice ese criterio
para el intervalo (—1, 0)? Razona la respuesta.

(La Rioja. Septiembre 2007. Propuesta A. Ejercicio 3)

Consideramos la funcion f (x) = x>+ x> —7x + 1.
f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 1].
f(0)=1>0

f(1)=-4<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
luego la ecuacion tiene alguna solucién en este intervalo.

f(—1) =8> 0— No podemos aplicar el teorema de Bolzano en (-1, 0)
porque f(0) y f(—1) no tienen signos distintos.

Demostrar que la ecuacién x3 + x — 5 = 0 tiene al menos una solucién
en el intervalo (1, 2).

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 3)

Consideramos la funcién f (x) = x> 4 x — 5.

f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [1, 2].
f(1)=-3<0

f(2)=5>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (1, 2), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (1, 2),
por tanto, la ecuacioén tiene al menos una solucién en este intervalo.

451



Derivada de una funcion

LITERATURA Y MATEMATICAS

La libreta amarilla

Pocas semanas antes, Alexis [un piloto de cincuenta y dos afios] habia
coincidido en el aeropuerto de Barcelona con un viejo comparniero de
juventud, Joaquin Subirds, jefe de marketing de un grupo editorial.
Subirds recordaba que en un tiempo Alexis se habia sentido seriamen-
te atraido por las matematicas. Asi que aprovechando el encuentro
casual, le recomendo con vehemencia un libro singular que su empre-
sa tenia en fase de produccion. Subir6s insistio en que de ninguna de
las maneras debia perdérselo y se ofrecio, tan pronto como saliera, a
enviarle un ejemplar.

El titulo original de la obra era Fermat’s Last Theorem, de un tal Simon
Singh, britanico de origen punjabi, doctorado en Fisica por la Univer-
sidad de Cambridge. |[...]

Quince dias mas tarde adquiria la edicion inglesa en la Gotham Book
Mark de la calle 47 Oeste, el santuario librero que solia visitar cuando
. paraba en Nueva York. Después pidio que le subieran una cena fria a la
habitacion. Sabia perfectamente qué le aguardaba. No pudo interrum-
pir ni un solo momento la lectura compulsiva. Hasta que sobre las
once, con un intenso escozor en los ojos, cerrd lentamente el libro.

Estaba trastornado.

Lo posefa una antigua y oxidada emocion [por haber leido que un
matematico de nombre Wiles, después de siete afios de intenso traba-
jo, habfa conseguido demostrar por fin el ultimo teorema de Fermat,
algo que desde el siglo XVII nadie habia logrado. También él, siendo
adolescente, cuando conocié este misterioso teorema a través de un tio
y de un profesor de matematicas| se convencié de que estaba predes-
tinado a triunfar donde las mas grandes inteligencias del planeta ha-
bian fracasado. [...] Pero es sabido que en el segmento de la adoles-
cencia las prioridades mudan con los climas de las estaciones. De
manera que sin ninguna aspereza ni violencia, entre la candidez de
Alexis y la vieja astucia de Fermat se interpuso la pasion de volar.
Alexis sustituy6 gradualmente la voluntad de indagacion por el afan de
experimentacion. [...]

El conocimiento de la proeza de Wiles no lo llevaba a dolerse por una
hipotética pérdida, sino a verse reflejado en su ejemplaridad con
una determinacion que de inmediato calo en las honduras de su con-
ciencia: no cometeria nuevamente el error o la cobardia de renunciar
por nada del mundo a la consecucion de un ideal (por llamarlo de
alguna manera) que, cosa mas que probable, seria el ultimo suefio
turbador de su vida.

ROBERT SALADRIGAS




SOLUCIONARIO

La libreta amarilla
Robert Saladrigas

Al protagonista de esta novela, Alexis Casas, siendo nifio, Robert Saladrigas
un tfo suyo —que era un comerciante con alma La libreta amarilla
aventurera—- le habfa contado la historia de Pierre de
Fermat, un magistrado del Ayuntamiento de Toulouse,
casado y padre de cinco hijos, que dedicaba sus ratos
libres a leer libros de matematicas. En el margen de uno
de los libros que estaba leyendo, Fermat escribio:

«Es imposible encontrar la forma de convertir un cubo
en suma de dos cubos, una potencia cuarta en suma
de dos potencias cuartas, o en general cualquier
potencia mas alta que el cuadrado en suma

de dos potencias de la misma clase; para este hecho

he encontrado una demostracion excelente. El margen
es demasiado pequefio para que dicha demostracion

quepa en él». El magistrado nunca publicé sus ideas
matematicas. Fue uno de los hijos quien, después de su
muerte, tomandolas de aqui'y de all3, las recopilé en un libro donde curiosamente no aparece
ninguna prueba del enunciado anterior,

mal llamado «teorema de Fermat», porque, mientras no se descubra una demostracion,

solo es una conjetura. Cuando el tio le conto esta historia a Alexis (hacia 1955),

nadie habia conseguido demostrarlo. Mas adelante, cuando un profesor

de matematicas le confirmé la historia de aquel juez, cuya imagen Alexis confundia

con la del mosquetero Aramis, sintié el deseo de dedicarse a resolver esa conjetura.

Pero, sobre ese suefo, se impuso la pasion de volar. A los cincuenta y dos afos,

después de mas de veinte trabajando como piloto, un dia un amigo le habla de un libro
titulado £/ enigma de Fermat. Leyéndolo se entera de que un joven matematico,

de nombre Wiles, acababa de cumplir, en 1994, el suefio que ambos habifan tenido

en lainfancia. Y esto le hace cambiar de vida.

La novela es el relato de esta transformacion y, en ella aparecen numerosas referencias
a las matematicas que dan pie para plantear diversas actividades didacticas.

Pese a su aislamiento, a Marc le suceden algunas cosas interesantes como la visita
del gran escritor Julio Cortazar, convertido por el autor de la novela en un personaje
de ficcion.

Fermat también contribuyd al desarrollo del calculo infinitesimal con resultados
interesantes, como este: «Si una funcién derivable tiene un extremo relativo
en un punto, su derivada en ese punto debe ser nula». Justifica este teorema.

Si xo es un extremo relativo de una funcion derivable, ya sea un méaximo o un minimo,

la recta tangente a dicha funcidon por este punto es una recta horizontal, es decir, una recta
cuya pendiente es igual a cero. Como la derivada de una funcién en un punto coincide
con la pendiente de la recta tangente en dicho punto tenemos que: f'(x,) = 0
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Derivada de una funcién

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Estudia la continuidad de estas funciones.

A =~ b) gix) = /x> +7 0 h(x) = In 3x
X —
a) ContinuaenR —{-1,1} b) Continuaen R ¢) Continuaen (0, + o)

002 | Deriva las siguientes funciones.
a) f=x" b) =7 o fld=logsx  d) fx)=x

a) f(x)=9x° b) f(x)=7"In7 o fix)= d) f(x)=

ACTIVIDADES

001 | Halla la tasa de variacion media de las funciones: f(x) = x>+ 1 gx)=x>*+7
enlos intervalos [0, 1]y [—2, —1].

f(1) — £(0) _ 2—1 _
1-0 1

(=1 —f(=2) 2—-5

a) TV.M(IO, M) =

TVYM([=2,—1) = _ _ 3
—1-(=2) 1
b) TV.M(0,1]) = 9(1) - Q(O) _ 8—7 g
1-0 1
TUM(—2 - =9=0=9=2 _6-(=D _,

002 | El espacio, en metros, que recorre un mévil en funcién del tiempo, en segundos,

1
viene descrito por la formula e = ;tz + t. Halla su velocidad media en [1, 5].

1 oospso Loy
Tym@, sy = 22 —eb _ 3 3 12 3
51 4 4

003 | Calcula la derivada de estas funciones en x = 2.

a) fxX)=7x+1 b) 1‘(x)=—2
X
h—0 h h—0 h h—0 h
1
- 24 h? 4 _ 2
o) F(2) = fim fR+M—-f2) _ im (2+h) . 4 — (44 4h+h*)
h—0 h h=0 h =0 4h(2 + hY

_ —4h—h’ =4 —h 1
m-—-—-—-——m lim —

T 0424 kY 0 4Q 4 h? 4




004

005

006

007

SOLUCIONARIO

Halla la derivada de las funciones en los puntos x = 1y x = 2.

a) fl)=x’ b) () = x
— 3 5 3
NS () ek NN e ) et IO e e
h—0 h h—0 h hes0 h
= Im(3+3h+h") =3
— 3 9 3
FQ) = m [EEM =1y @A =8 120 O

h—0 h h—0 h h—0 h

= 4/rrg(12+6h+h2) =12

Wi+ =) 1+h +1)

o) F() = i AEM=FD NI —1 _

h—0 h h—0 h h—0 h<\/1+—h+ 1)

14+ h—1 , 1 T

= lim =
h—)Oh( /1+ _1_1) h—0 /1+h _1_1 2
F2) = fim f<2+h>—f<> N2+ —f:

h—0 haO

(\/2+ —V2)2+h +f) o 2+h=2
= hV2+h +42) T2 142)
. 1 12
T Drh 42 A2

Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 6x* + 1
enx=1.

— 2 _ 5
(1) = lim fa+h -1 _ im 601+ h?° +1-7 _ //mM:

h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(124 6h) =
h—0

;Cual es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x> en x = 12

J— 3 _ 5 ;
pi) = g LOEP IO _ j QLI 2Ty S SR
h—0 h h—0 h o h
= lim(3+3h+ h?) =

Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcion f(x) = x* + 3
en el punto P(—1, 4).

(Cudl es la ecuacién de la recta normal?

_ 2 _ _ 2
D) = fm f(—=14+ h) —f(-=1) _ //m( +h"+3-4 _ im 2h+h”
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(=2+4+h)=—
h—0
La ecuacién de larectatangentees:y —4 = —2(x +1) > y = —2x + 2
La ecuacion de larecta normal es: y — 4 = %(x +N)>y= ix +%
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Derivada de una funcién

008 | Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién f(x) = 2x* + 3
enlospuntosx=1yx= —1.

Comprueba que son paralelas a la recta y = 6x.

6h+ 6h* +2h°

204+ h)? +3-5 .
= lim = lim

h—0 h h—0 h h—0

= Im(6+6h + 2h’) =6

La ecuacion de larectatangentees:y —5=6(x —1) > y = 6x — 1
=1 =1
p— — p— p— 3 J—
O e )l Ol b 1 el 8
h—0 h h—0 h h—0

= A/’mo(6 —6h+2h")=6

6h—6h +2h°

La ecuacion de larectatangentees:y —1=6(x+1) > y = 6x +7
Las rectas son paralelas a la recta y = 6x porque su pendiente es 6.

009 | Calcula las derivadas laterales de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2.

2x+1 six <2
f(x) =
) {x+3 six >2

f(21) = lim M: lim w — Jim ﬁ — 1
h—0*t h h—0* h h—0* h

Fo) = lim [2EN =Dy 204D FT25 20
h—0~ h h—0~ h h—0" A

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.

010 | Halla las derivadas laterales de las siguientes funciones en el punto de abscisa x = 0.
1
a) flx)=x3

b) f)=4x

f(0 + h) —(0) _h3 1

a) f(07)= lim = lm — = Im — =+
h—0* h h—0"  h hoot 2
h3
1
_ 3
f(07) = lim w = lim L = Jim % - %
h—0" h h—0" A h—0~ hg

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 0.

4
b F04) = i FOEN=FO _p Yn 1
h—0* h h—0*  h h—0* W

f'(07) no existe, ya que h es un numero negativo y la funcién no esta definida
para nimeros negativos — f(x) no es derivable en x = 0.
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SOLUCIONARIO

Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion en el punto x = 2.

X+1 six<2
x*—1 six >2
im (x +1) = lim(x* =1 =3=f(2) > f(x) es continua en x = 2.
x—2F X—2"
_ 2 1 2
oty = fim L2EM=1@) e @A =123 ARER
h—0* h h—0* h h—0* h
= lim@4+4+h) =4
h—0*
f(27) = /;mwz lim +M+1-3 = lim = =1
h—0~ h h—0~ h h—0" h
Las derivadas laterales existen pero son distintas, por tanto, f(x) no es derivable
enx =2
Decide si la funcion f(x) = |x+ 2| es continua y derivable en los siguientes puntos.
a) x=0 b) x_—2 c) x=3 d) x=-5
a) Iimx+2) = lm(x+2)=2=f0)—f(x) es continua en x = 0.
x—0%t x—0"
05 = fim 1OEN-FO _ O+M+2-2 . h_,
h—0* h h—0* h h—0* h
fl0) = fim JOtN-FO) _ - O+M+2-2 . h_,
h—0~ h h—0~ h h=0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 0.

b) lim (x+2)= Im (—x —2)=0=f(—2) = f(x) es continuaen x = —2.

x——2% xX——2"

fleat) = fim JE2ENZIE oy, (202, By
h—0* h h—0* h h—0" h

flea) = fm (22EN D A=24 -2 —h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x)
no es derivable en x = —2.
Q) lim(x+4+2)= lim(x+2)=5=f(3) > f(x) es continua en x = 3.

x—3" x—37

fB+m-f@ _ . B+M+2-5_ . h

F(3%) = Iim — i _ _
h—0* h h—0" h h—0* h

F3) = fm [BEM=FQ) B+ M+2-5
h—0~ h h—0" h h—=0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 3.

d) lim (=x=2)= Iim (—x —2) = 3 = f(=5) = f(x) es continua en x = —5.

x——5% X——5"

flost) = fm (2 FN =S o —(=54 M =23, —h
h—0* h h—0* h h—0t  h

Flos) = fim (TN ZIES) ey ZESHEN =223 ) =h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = —5.
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013 | Halla la funcién derivada de f(x) = 3x*> + 1 aplicando la definicion.
A partir del resultado, calcula la derivada de f(x) en estos puntos.

a) x=1
b) x=2
_ 2 _ 2 ,
Flx) = i XD =0 B0 AP +1=BX =1 ) Bt 3
h—0 h h—0 h s h
= Im(6x + 3h) = 6x
a) f(=6
b) f'(2) =12

014 | Utiliza la definicion para calcular la funcion derivada de la funcion f(x) = x* + x°.
Calcula, después, las derivadas sucesivas.

(Existen todas hasta la derivada n-ésima?

f(x + h)—f(x) (x + h)* + (x + h)* — (¢ + x?)

f'(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
_3hx? 4+ 3h°x + P+ 2hx + h?
=im h -

= éirrg)(j%xz +3hx + h? + 2x + h) = 3x? 4+ 2x

f'(x + h) —f'(x) 3(x + h)? + 2(x + h) — (3x? + 2x)

f'(x) = lim = [im =

h—0 h h—0 h

2
g OB Ay 34 2) = 6x 42

h—0 h h—0
. f(x+h)—f"(x) _6(x+h)+2—(6x+2) . 6h
f"(x) = lim = im =[lm—=26

h—0 h h—0 h h=0 h
00 = fim fiix+h =) _ im 6—6 -

h—0 h h—0 h

A partir de la cuarta derivada todas las funciones derivadas son iguales a 0.

015 | Calcula la derivada de estas funciones, y comprueba que se cumple que el resultado
es igual a la suma de las derivadas de las funciones que las forman.

a) fx)=x—x*
b) f(x) = x>+ 2x

(x+h) —(x+h?=(x=x%)

a) f'(x)=1 = lim —
h—0 h h—0 h
o Y
_ D=2k — k)= 1—2x
h—0 h h—0
_ 2 2 2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
:1—£/'rrzj(2x—|—h):1—2x
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SOLUCIONARIO

f(x 4+ h) —f(x) (X 4+ h) +2(x + h) — (x> + 2x)

b) f'(x)=lm = lim =
h—0 h h—0 h
2 2 3
_ XX A 2D s 3 1 2) = 35 42
h—0 h h—0
3 _ 3 _
F) = fm X AR =X 2R = 2x
h—0 h h—0 h
2 2 3
g AN 2N B 4 3k ) 42 = 3% 42
h—0 h h—0 h h—0

016 | Halla las derivadas de f(x) = 6x?y g(x) = —x. ;Cual es la derivada de su producto?
f(x)

iYde——?
g(x)
J— 2_ 2 ,

f’(X):/mM:ﬁm 6(x + h) 6Xx :/[mM:

h—0 h h—0 h im h
:g’rno(12)<+6h):1zx

g0 = m IXEN =909 _ o =M == =h

h—0 h h—0 h h—0 h

[F(x)- g0x)] = f(x)- g(x) + f(x)- g'(x) = 12x(—x) + 6x*(—=1) = —18x’

f(x)- g(x)—f(x)-g'(x) _ 12x(=x) — 6x%(—1)
[g(x)F (—x)?

=6

017 | Utiliza las definiciones de composicion de funciones y de derivada para comprobar
que se cumple la regla de la cadena.

(g0 AL = fim 9N =(gofO) _ - glftxt hl) = glfx)) _
h—0 h h—0 h
_ //,m{ gifx + M) —gifx)  Fix+h—Ff) | _
h=0l  f(x + h) —f(x) h
_ i A =gl P D =FO) vy )
=0 f(x4h)—flx) o0 h

018 | Halla la derivada de la funcién k(x) = v/2x + 5 utilizando la definicién de derivada,
y comprueba que el resultado es el mismo que si aplicas la regla de la cadena.

_ i Ko k00 NAx £ h) 5 —2x+ S

h—0 h h—0 h

. (V2o + h) +5 —Vax+5) 2+ m+5 +Vax+5) _
b0 W2+ +5 +42x+5)

. 2x+2h+5-2x—-5 . 2

= h(J2ax+ M 45 +V2x+5) O J2x+h)+5 + 2% + 5
2 1

Wox+5 J2x+5
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Derivada de una funcién

SiF(x) = 20 + 5 = £1(x) = fim LXEN =)y AXE N+ 5 =X+
h—0 h h—0 h
—//‘mz—h:2
h—>0h
Si g( )Z\/;%g(x)—éln%g(x+h2_g(x) :A/rré X+ h_\/; =
—m (x+h =V )x+h+x) _
=0 hx +h ++x)

X+ h—x

= lim = ]

1
fim =
h_’oh(~/X+h+\/;> =0 x+h +0x AWx
Como k(x) = (g o f)(x) aplicando la regla de la cadena:
22X +5 V2x 45

019 | Calcula la derivada de esta funcion, indicando los pasos que sigues para hallarla.
f(x) = 5x* + 3x?

K'(x)

Aplicando la derivada de las funciones potenciales:
(x*) = 4x° (x?) = 2x

Teniendo en cuenta las operaciones con derivadas:
f(x)=5-4x> +3-2x = 20x> + 6x

020 | Halla la derivada de la siguiente funcién.

4
f(x):[":z]
X
) — 4 x—2Y 1-x° —(x —2)5x* _ 4(x—2) x°—5x>+10x*
() = e ' (x°)? - 15 510 -
(x — 2)*(—=16x + 40)

XZW

021 | Halla la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) =5Inx+e¥ b) f(x) =log; (—6x*In x)
] —12><In><+(—6x2)i ) :
a) Fl)=5-—+e*-4 b flx)= X Snxd
X —6x%In xIn 3 xIn xIn 3

022 | Obtén la derivada de estas funciones.

a) f(x)=e*log,x® b) f(x) =In(3x* —x)~’
4
a) f'(x)=e"log,x> +e*- = e*log, x° + e -
x°In 4 xIn 4
o) Flx) = 73x7 —x)"°(6x—=1) _ 7(6x —1)
(3x? —x)~’ 3x? — x
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Decide de qué tipo son las siguientes funciones, y halla la derivada de cada una de ellas.

a) f(x) = cos (sen 2x) o fx)=arctg~x®+2
b) f(x) =sen (In 2x) d) f(x)=tg (x*+ 3x)
a) f(x)= —sen(sen 2x)-cos 2x -2
b) f(x) = cos(n2x) - 2 <05 (In2x)
2X X

1
l(x3 +2) 23x2 ,
9 Flx) = 2 _ 3X

H—(\/x3+2>2 207 + 23 X +2

d) f(x)=(0+1tg” (x* +3x)(4x° + 3)

Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) = cos\ x>+ x A flx)=tg 1+ x
1—x
b) f(x) =senx*+ 3cos* x d) f(x)=arc tg\/;
1 /2
2 2N X2+ X
b) f(x) = cos x? - 2x + 6¢0s x(—sen x) = 2xcos x> — 6sen x cos x
o flx)= 1+tgz[1+x] 10=0 =0+ X0 :[1+th H_X] 2
1—x (1— x)? T—x ) (1—x)?
1
1.2
2 1

1+ (X)) 204 xvx

Calcula la derivada de las siguientes funciones utilizando la derivacién logaritmica.
a) f(X) = (XZ —4x + 3)senx b) f(X) — X8x+cosx

a) Inf(x)=In (x* — 4x + 3)*~
Inf(x) =senx-In (x* —4x + 3)

Fx) =cos x-In (x? —4x+3)+senx-£
f(x) x2 —4x +3
' 2 2x —4 2 senx
f(x)=|cosx-In (x* —4x +3)+senx - ———|(x* —4x + 3)
x? —4x+43
b) In f(x) = In x®rosx
In f(x) = (8x + cos x)In x
Fx) = (8 —senx)Inx + (8x + cos x)i
f(x) X
fi(x) = [(8 —senx)inx 4+ 8+ ﬂ]xs“m”
X
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Derivada de una funcién

026 | Deduce la derivada de estas funciones a partir de la derivacién logaritmica.

a) fx)=x" b) fix)=a*
a) Inf(x)=Inx" = Inf(x)=nlnx b) Inf(x)=Ina* = Inf(x)= xlna
];(()):)) :n-l ];((j:)) =1-Ina
) =n-— x" = flx)=Ina-a’
X

027 | Halla la derivada de estas funciones implicitas, y calcula su valor en el punto (7, —2).

a) x> =3x+y*=0 b) 5x*+3xy+ 6y’ —x+ 13xy*=0
22
a) 3xP=342yy'=0->2yy'=3-3x" > y'= 3 ;X
y
J— . 2
y’(7,—2):73 7 _3
2(=2)

b) 10x 4 3y + 3xy' + 12yy' — 14+ 13y> 4+ 26xyy' = 0

_ _ _ 2
—>(3)(—#—12)/—1—26)()/))/’:]_]())(_3)/_13)/2_)yrz1 10x =3y —13y

3x + 12y 4 26xy

, 1—10-7—=3-(=2)—=13-(=2)° 115
3-7412-(=2)+26-7-(-2) 367

028 | A partir de la derivada de la funcion f(x) = x?, calcula la derivada de la funcion
f~(x) = Ix y comprueba que obtienes el mismo resultado que si utilizas
la definicion de derivada.
f'(x) =2x
1 1 1

C(FY(x) = = =
FIE)  r(Vx) 2x

vy NXFh —=NXx (\/X—{— —\/x)(\lx—i—h +\/x>
« (F)(x) = lim = lim
h—0 h h—0 h( ,X+h+ ’X)
xX+h—x

1
= i —
o hx b X)) 2x

029 | Calcula la tasa de variacién media de la funcién f(x) = 1 en los intervalos [2, 3]y [2, 5].
A partir de ella, calcula la derivada en el puntox=2. X

TUM(2, 3) = _ __

32 : 6

1
M@ sy =9 =f 5 2 1
5-2 3 10
1

FO) = fm2Fh 2 _yp2=2=h o1 ]
o h 022+ h)  h022+h) 4
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SOLUCIONARIO

Halla las tasas de variacion media de la superficie de un circulo cuando su radio pasa
de medir 1 cm a medir 3cm y de 3 cm a 5 cm. ;Permanece constante si la variacion
del radio es la misma?

La funcién que mide la superficie de un circulo segun la longitud de su radio x es:

f(x) = mx?

TVM(O, 3]) = f(3) —f(1) _ OfF — = _ 4
3—1 2
5-3 2

Aunque la variaciéon del radio es la misma, la de la superficie no permanece constante.

Galileo demostré que, cuando un objeto cae libremente,
es decir, prescindiendo de la resistencia del aire, la altura
recorrida, en metros, y el tiempo transcurrido, en segundos,

. . . 1
se relacionan mediante la férmula: h = —gt?, 0 lo que es
lo mismo, aproximadamente, h = 5t%. 2

a) Calcula las tasas de variacion media entre 1
y 7 segundos y entre 1y 5 segundos.

b) Halla la derivada de esta funciéon en x = 1.

3 Tum@ 7y = TN 245-5
71 6
v sy < [O=f0 _125-5
51 4
_ 2 2
o) i) = i A=) 504 =5 L 10h+5ht
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(10+ 5h) =10
h—0

Utilizando la definicién, calcula la derivada de las siguientes funciones
enelpuntox=—1.

a) f(x) =3x b) glx) =x2 Q) ix)=x3 d) jix) = |x]|
h—0 h h—0 h h—0 h
_ _ _ 2 _ 2
b) gl—1) = fim g=1+h—-g=v _ b -1 —2h+h
h—0 h h—0 h h—0 h
— (=24 h) = -2
h—0
i T _ 3 a2 3
9 -1 = fim (=14 h) —i(=1) _im ! 1+ h) +1 _ i 3h—3h"+h _
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim3—-3h+h)=3
h—0
& (1) = fim J(=1+h) — j(=1) _ |—1+ h|—1 _ o 1= h—1 _
h—0 h h—0 h h—0 h
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Derivada de una funcién

033 | A partir de la definicién, determina la derivada de las funciones en el punto x = 0.
a) f)=ax+0b b) g(x) = ax? Q ix)=ax*+b d) jix) =ax*>+ bx+c

f(0+ h)—f(0) . ah+b-b
=Jm——==Im———=aq

a) f(0)=I =i
h—0 h h—0 h
J— Z J—
b) g'(0)= //mM = [im an” =0 = lim(ah) =0
h—0 h h—0 h h—0
2 —
<) i'(0) = lim 10+ = 10) = lim g +6-b = lim(ah) =0
h—0 h h—0 h h—0
. . , B
) j(0) = imAOFN=JOV o ahf +bh+c=c W h b=
h—0 h h—0 h—0

034 | Utilizando la definicion de derivada, calcule la derivada de f(x) = x> — 3xen x, = 1.

f(+h) —f() (1+h) =300+ h) = (=2)

f'(1) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
2 3 4 2 3
://,m1-|—3h—|-3h +h =3 3h+2://mM://m(3h+hz):O
h—0 h h—0 h h—0

035 | Calcule la derivada de la funcién f(x) = | x — 2| en x = 2, si es posible.

f(x):{x_2 Six > 2

—X+2 six<?2

f(2%) = lim M: lim M — Jim ﬂ —1
h—0* h h—0* h h—0* h

f(27) = lim fe+n-fa _ ., —C+h+2-0_, -h__,
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x) no es derivable
enx=2.

036 | Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de cada una de estas funciones

en los puntos que se indican.
4_

a) y=senx+x,enx==«. b)y= X 3,enx:—1. o y=Inx*+7),enx=0.
X

a) f(m)=m
f(x)=cosx+1—f(n)=0
La ecuacion de larectatangentees:y —m=0(x — ) > y ==

b) f(-1)=2

4Ax e x—(x"=3)  3x*+3

x? x?

f(x) ->f(=0)=6

La ecuacion de larectatangentees:y —2 =6(x+1) — y =6x+8
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SOLUCIONARIO

o f(0)=In7
, 2x ,
fi(x)= — f(0)=0
x> +7
La ecuacion de larectatangentees:y —IN7=0x—0) > y=In7

1
Determina la ecuacion de la tangente a la parabola y = EXZ en el punto A(2, 2).
f’(X):%-ZX =x—>f(2)=2
La ecuacion de larectatangentees:y —2=2(x—2) > y =2x —2

Calcule la recta tangente a la curva f(x) = In x> en el punto x = 2.
(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 3. Cuestion B)

f(2)=1In 4
=2 =2 L5 ro) =
X2 X

La ecuacion de larectatangentees:y —In4d=x—-2—>y=x—-2+1In4

L . e —2
Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = —
en el punto de abscisa x = 2. X
Demuestra que esa recta solo corta a la grafica en el punto de tangencia.
f(2) = —1
U 2 U
flx)=——>"fQ2) =
x? 2

La ecuacion de la recta tangentees: y + 1= %(x —2)>y= %x -2

1 -2
El punto de corte de las dos funciones verifica que: EX —2=—" X —4x=—4
X

> X —4x=-4>5xX —4x+4=0>(x-2=0—>x=2
Por tanto, hay un Unico punto comun a ambas gréficas.

Halla el punto de la curva y = +/ x en el que la recta tangente es paralela

alarectay = %x.

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos

el punto que verifica que: f'(x) = —

I 1
— X 2 =
2 1x
1 1
Entonces: — = S>AVXx =T->x=1

N x

El punto tiene por coordenadas (1, 1).

f(x) =
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Derivada de una funcién

041 | Se considera la funciéon f(x) = x> + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m hallar el valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica
de fen el punto (g, f(a)) pase por el origen de coordenadas.

b) Hallar el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la graficade f.

a) fla)=a>+m
fi(x)=2x > f'la)=2a
La ecuacion de la recta tangente es:
y—(@+m)=2alx—a) = y=2ax—a*+m
Si'esta recta pasa por el origen de coordenadas entonces:
O=-d"+m—oa=Jm

1£~N1—4m
2

Silarecta y = x es tangente a la gréafica de f solo tienen un punto en comun,
entonces:

b) x>’ 4+m=x—>x>—x4+m=0—>x=

1—4m:0—>m:i
4

042 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = (x + 1)e ™ en el punto
de corte de f(x) con el eje X.

Calculamos el punto de corte con el eje de abscisas:
X+ =0->x+1=0—->x=—1
fx)=e*=(x+Ne* >f(-N=e

La ecuacion de la recta tangente es: y = e(x + 1)

043 | Dada la funcién f(x) = 9x + 6x* — x*, halla los puntos en los que la recta tangente
a la gréfica de f(x) tiene pendiente 1.

Sila pendiente esigual a 1 entonces:
f(X)=1294+12x—4x> =15 4x> —12x —8=0
—>x3—3x—2:0—>(x—2)(x+1)2:Oe{iiz]

Asi, los puntos que verifican la condicién son (2, 26) y (—1, —4).

044 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva x*> + 16y> — 16 = 0 en el punto
de abscisa 3 y ordenada positiva.

Six:3—>9—|—16y2—16:O—>16y2:7+y:ﬁ:£
4
ﬁ]

Consideramos el punto [3,4 .
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SOLUCIONARIO

20432y =032y = —2x >y = ———

16y

y,[gﬁ]_ 3 3 37

T T T
4

La ecuacion de la recta tangente es:

Determina la ecuacion de la recta tangente a la curva 4x*> — 9y> — 36 =0
en el punto de abscisa 4 y ordenada positiva.

Six=4—>64—9y2—3620+9y2:28—>y:j:¥

2\5]

Consideramos el punto [4, T .

8x —18yy'=0— —18yy' = —8x > y' = —

9y
y,[4 2\5]_ 6 8 &7
RN NV
3
La ecuacion de la recta tangente es:

N7 87 &7 7
y———=———4) Dy =—x——

3 21 21 7

Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica
de la funcién y = In x en el punto de abscisa x = 1.

f(y =0
Flx) = - = F() =1
X

La ecuacion de la recta tangente es: y = x — 1
La ecuacionde larectanormales:y = —(x —=1) > y = —x + 1

Diga para qué valor de x la recta tangente a la curva y = In (x*> + 1) es paralela
alarectay=x.

Escriba la ecuacién de esta tangente.
(Cataluna. Ao 2008. Serie 5. Cuestion 3)

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos
el punto que verifica que: f'(x) =1

Flx) = —2
x2 41
Entonces: — =1 2X=X4+15xX=-2X4+1=0>Kx-1=0>x=1
X°+1

La ecuacion de larectatangentees:y —In2=x—-1—-y=x—1+In2
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048 | Determina el punto de la parabola y = x> — 7x + 3 en el cual la tangente es paralela
alarectay=—5x+5.

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos
el punto que verifica que: f'(x) = =5

fl(x)=2x—-7
Entonces:2x —7=-5—-92x=2—-> x =1

El punto tiene por coordenadas (1, —3).

049 | Seaf(x) =x + xe™™".

Calcular la ecuacién de la recta tangente a f en un punto x para el cual dicha recta
tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos (1, 1) y (3, 3).

La recta que pasa por los puntos (1, 1) y (3, 3) tiene por ecuacién: y = x

La recta tangente es paralela a ella si tiene la misma pendiente, por tanto,
buscamos un punto x para el que se verifica que: f'(x) = 1

flx)=14e"* —xe™*
Entoncesil+ e —xe " =1-oe*—xe " =02 (1-x)=0—> x=1
f=1+¢"

La ecuacién de larectatangentees:y —(1+e ) =x—-1—=y=x+1+¢"'

3
. . X
050 | Determina las abscisas de los puntos de la curva y = 3 —x? —3x + 1 cuyarecta

tangente forma un dangulo de 135° con el sentido positivo del eje de abscisas.

Sila recta tangente forma un dngulo de 135° con el eje de abscisas entonces:
m=1tg135°=—1

Buscamos los puntos que verifican que f'(x) = —1.
Fi(x)=x? —2x -3
Entonces:xz—2x—3:—1—>x2—2x—2:O—>X:2i2\/§:1j:\/5

051 | Calculense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcion
2

f(x) = ZX en el punto x = 0.
xX°+1
f(0)=0
2 _ 2.
Filx) = 2xX(x*+ 1) — x° - 2x _ 2x L F0)=0
(x? 41 (x? 4+

La ecuacion de la recta tangente es y = 0.

Asi, la ecuacion de la recta normal es x = 0.
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052 | Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal (recta perpendicular
a la tangente) en el punto de abscisa 0, a la grafica de la funcién f dada por:
x3 =2

f(x) = 2xe* +
x>+ 4

2 2 _ 3
Fix) = 2" 4 2xer 4 XX+ A (= 202x
(x> 4+ 4)
4 2
_ et 4 oxet 4 XX HAX ey
(x* +4)

La ecuacion de larecta tangente es: y = 2x

. 1
La ecuacion de la recta normal es: y = ——x
2

053 | Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica
de lafuncién g(x) = | x> — 9| en el punto de abscisa x = 2.

g2)=>5

glx) = x*=9 si|x|>3 S gl = 2x  si|x|>3
—x’4+9 si—3<x<3 —2x Sl —3<x<3

g'2)=-4

La ecuacion de larectatangentees:y —5=—4(x —2) > y = —4x + 13
., 1 1

La ecuacion de larecta normales: y — 5 = Z(X 2> y=—x+ z

054 | Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a las siguientes curvas
en los puntos que se indican.

a) y:xe&,enx:4. b) y:arcsen\/;,enx:;.

Xe\/;

N x

La ecuacién de la recta tangente es: y — 4e? = 2e’(x — 4) — y = 2e’x — 4e’

a) f(4)=4e’ :
F(x) = eV + xe'™ ~;x2 =elr 4

— f(4) = 2e?

La ecuacién de la recta normal es:

1 2
y—4del =———(x—4) > y=———x+—+ 4¢’
2e’ 2e’ e’
b) f[1]:7Y
2) 4
1
f’(x)=]~]x2:]—>f'[]]:1
Vi—x 2 N x—x? 2
L T 1 1 T
La ecuacién de larectatangentees:y — —=x—— > y=x— —+ —
4 2 2 4
L T 1 1 T
La ecuaciondelarectanormales:y — — = —{x ——| >y =—x+ —+ —
4 2 2 4
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055

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curvay = x> + x> — 6x + 1
en el punto de ordenada 1y abscisa positiva.

x=0
XX —bx+1=15xX4+x—-6x=0>ox(x*+x—6)=0—> 1x=2
X =-=3
Tenemos que hallar las rectas que pasan por el punto (2, 1).
f(x)=3x"+2x—6—>f(2)=10
La ecuacion de larecta tangentees: y —1=10(x —2) - y = 10x — 19
1 1
Laecuacidondelarectanormalessy —1=——(x—-2) >y = ——x + s
10 10 5
056 | Sea flafuncién con dominio los numeros reales no nulos definida por f(x) = i
X
a) Calcular la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f

057

en el punto de abscisa x = 2.

b) Determinar los puntos My N de la gréfica de f para los que las rectas tangentes
en My N se cortan en el punto (4, —8).

a) f2)=2

F) = ——= > f(2) = -1
X

La ecuacion de larecta tangentees:y —2=—(x—2) > y=—x+4
Laecuaciondelarectanormales:y —2=x—-2— y =x

b) Sea P[p, 4] un punto cualquiera de la gréfica de f.

p
, 4
f(p) = i
p
Asi, la recta tangente en P es de la forma:
4 4 4 8
y——:——z(x—p)—u/:——zx%——
p p p p

Si esta recta pasa por el punto (4, —8) tenemos que:

—8:—4-4+8—>8p2+8p—1620—>p2+p—2:o—>{p_1
p

p’ p=-2

Luego los puntos que buscamos son M(1,4) y N(—2, —2).

Calcula el valor de a para que la recta tangente a la gréfica de la funcién
f(x) = —ax® + 5x — 4 en el punto de abscisa 3 corte al eje X en el punto x = 5.
{Cudl es la ecuacién de la recta normal?

f(3) =—9a+ 11

f(x)==2ax+5—>f(3)=—-6a+5

La ecuacion de la recta tangente es:
y+9a—11=(—6a+5)(x —3)—> y =(—6a+5)x+9a—4
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Si esta recta pasa por el punto (5, 0) entonces:
(=6a+554+9a—4=0—>-2la=-21—>a=1
Por tanto, la ecuacion de larecta tangentees:y —2 = —(x —3) > y = —x+5

La ecuacidonde larectanormales:y —2=x—-3 > y=x—1

058 | Halla los valores de g, b y ¢ para que las gréficas de las funciones f(x) = x> + ax+ b
y g(x) = x*> + ¢ pasen por el punto (1, 2) y en ese punto tengan la misma tangente.
Sila gréfica de fpasa por el punto (1, 2), entonces: 1+ a+b=2—->a+b=1
Del mismo modo, si la de g pasa por el punto (1, 2) tenemos que: 1+ ¢c =2 > c =1
Y si en este punto tienen la misma tangente se verifica que: f'(1) = g'(1)

f(,X):2X+a_>f<1i:32+a],%2+a_3—)a_1%b—0

g'(x)=3x* = g'(1)
. X+2
059 | ;Paraqué valorde alarectaax +y=In2estangentealacurva f(x) = In
en el punto de abscisa x = 0? x+1
fl0)=In2
X+1—(x+2)
1)? —
= — T N p—
X+2 (x+Dx+2) 2
X+ 1
La ecuacion de la recta tangentees: y —In 2 = —;X - ;X +y=In2

. 1
Asi, tenemos que: a = 5

060 | Determinar el valor de a para que la recta tangente a la gréfica de la funcion
f(x) = x> + axen el punto x = 0 sea perpendicularalarectay + x = —3.

y+x=-3->y=-x-3
Sila recta tangente es perpendicular su pendiente es f'(0) = 1.
FxX)=3x>4+a—-Ff0)=a

Luego, resultaque a =1

061 | Halla la ecuacion de la parabola y = x? + bx + ¢ cuya recta tangente en el punto (1, 1)
es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

fx)=2x+b—->1f(1)=2+b

La bisectriz del primer cuadrante es la recta y = x.

Silarecta tangente es paralela a ella, entonces: 2+ b=1— b = —1
Asi, la ecuacion de la funcién es de la forma: y = x* — x + ¢

Sipasa por el punto (1, 1) tenemos que: 1=1—14+c —>c=1

Luego, la ecuacion de la pardbolaes y = x? — x + 1.
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062 | Considere la funcion f(x) = x* 4+ ax® + bx* + cx + 7. Calcule ¢ sabiendo que su recta
tangente en el punto de abscisa x = 0 es horizontal.

Sila recta tangente en este punto es horizontal, la pendiente es f'(0) = 0.
fix)=4x>4+3ax* +2bx+c > f(0)=c¢
Asi,c=0.

063 | Halla los puntos de la grafica de la funcién f(x) = x> — 3x* + x en los cuales la recta
tangente es paralela alarectay = x.
Sila recta tangente es paralela a la recta y = x, entonces: f'(x) = 1
F(x)=3x>—6x+1
x=0

Entonces:3X26X+1:1—>xz2X:O+{X_2

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son (0, 0) y (2, —2).

064 | Determina en qué puntos de la grafica de la funciony = x> — 3x* + x + 1, larecta
tangente a la misma es paralelaalarectay=x + 7.
Si'la recta tangente es paralela a la recta y = x entonces: f'(x) =1
fl(x) = 3x* —6x +1
EﬂtOﬂCGS:3X2—6X—|—1:1—>X2—2X=O—>{X:g
X =

Por tanto, los puntos de la gréfica que verifican la condicion son (0, 1) y (2, —1).

065 | Obtener la derivada de la funcion:
f(x) =ax+ b+ senx

Calcular ay b si O(0, 0) es un punto de la curva y = ax + b + sen x, cuya tangente
en 0(0, 0) es el gje X.

f'(x) =a+ cos x

Silatangente alacurvaenx=0eslarectay =0, entonces:f(0) =0
a+cws0=0—-a+1=0—a=-1

Asi, la funcion es de la forma f(x) = —x 4+ b + sen x.

Si'la curva pasa por el punto (0, 0) tenemos que:b+sen0=0—->b =0

066 | De lafuncién f: (0, +o0) — R definida por:

2
Flx) = ax’ +b
bs
se sabe que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 viene dada
pory= —2.
Calculaayb.
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Silatangente alacurvaenx=1eslarectay = —2, entonces: f'(1) =0
a—b=0—->a=b
2
Asi la funcion es de la forma: f(x) = 219
X

Sila curva pasa por el punto (1, —2) tenemos que: 2d = —2 = d = b = —1

067 | Utilizando la definicion, calcula las derivadas laterales de las siguientes funciones
enx=2.
a) f)=1]2—x|
b) gix) = |x* — 4]
a) flx) = {—2+x s?x >2
2—X Six <2
) = lim M — Jim _2+—2+h -1
h—0* h h—0* h
F) = fim [2EN =Dy 22C@FN) oy =h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.

X2 —4  six< =2
b) gx)=1-x"+4 si—2<x<2
x> =4  six>?2

_ 2 2
g'(2+): /ij: im (2+h) 4 = |im 4h+h =
h—0* h h—0* h h—0* h
= Im(4+h) =4
h—0*
_ _ 2 _ _ K2
g'(Z*)z//‘mMZﬁm @+h+4 _ . Z4h=h
h—0~ h h—0" h h—0" h
= lm(—4—h)=—4
h—0~

Las derivadas laterales no son iguales — g(x) no es derivable en x = 2.

068 | Utilizando la definicion, calcula las derivadas laterales de la siguiente funcién
enx=0.
flx) = ; six=0
0 six=0
1
F0) = fim JOEN=FO ) — = 4o
h—0* h h—0* h h—0t h?
£(0 + h) — £(0 s
f(07) = lim 0+ )_()—I/m h = — =4
h—0~ h h—0" h h—0" h?
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069 | Sealafuncion f: R — R definida por:

2 .
f(x):{x +3 sixs<i
2—x° six>1

Calcula, si es posible, las derivadas laterales de fen x = 1.

FIY) = fim 1+ h)— (1) — 2—(1+h7 -4 — Iim h®—2h-3 —
h—0* h h—0* h h—0* h
_ 2 _ 2
POy = fim JAEN =IO QAP 4324 20+
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
= limQ2+h) =2
h—0~
070 | Estudia si la funcion f(x) = ¥/x es continua y derivable en x = 0.
lim 3/; = lim 3/; =0 = f(0) = f(x) es continua en x = 0.
x—0% x—0"
_ 3
f'(0) = /imw = lim In = lim 1 = 400 — f(x) no es derivable
h—0 h h—0 h h—0 3/h2 enx—=0.
071 | Demuestra que la siguiente funcién es continua en el puntox =1,
pero no es derivable en él.
fx) = {‘2”1 Six<T
x°—=1 six>1
a) ;Contradice este hecho alguno de los teoremas o propiedades estudiados
en la unidad?
b) Pon un ejemplo de una funcién que sea derivable y discontinua en un punto.
imx> =10 = lim(—x+1=0=f(1) > f(x) es continuaen x = 1.
x—1t x=1"
_ 2 2
Fy = fim JAED IO QA =Ty 2040 =2
h—0* h h—0* h h—0* h h—0*
(7)) = lim M — lim M — Jim ;h —
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales, por tanto, f(x) no es derivable en x = 1.
a) No, ya que la continuidad no implica la derivabilidad.

b) No existe, ya que si una funcién es discontinua en un punto no puede ser
derivable en él.

072 | Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién:
x+1

fX) =1 x —1

—2x six>2

six <2

« Six > 2: f(x) = —2x — Funciéon polindmica, por tanto, continua en (2, +co).
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1
« Six<2f(x)= il +1 — Funcioén racional continua en (—o, 2) salvoen x = 1.
X —
« Six=1
(1) = oim X = o
X — f(x) no es continua en x = 1, por tanto,
(1) = fim XF 1 _ 1| noesderivableenx=1.
x>y — 1
o Six=2:
1
)= fim X1 =3
X227 x —1 — f(x) no es continua en x = 2, luego,
f27) = lim (—2x) = —4 no es derivable en x = 2.
x—2%
, — six <2
Fx)=1(x—=17°
-2 Six > 2

Asi, la funcion es continua y derivable en R — {1, 2}.

Se considera la funcion f: R — R definida por:

—1 six <—4
flx) = );+2 si —4<x<2
— si2 <x

X

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x).
(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 5)

+ Six < —4: f(x) = —1— Funcién constante, por tanto, continua en (—oo, —4).

« Si—4 < x < 2:f(x) = x + 2 = Funcién polindmica, por tanto, continua en (4, 2).

e Six>2:f(x)= i — Funcion racional, continua en (2, 4-00).
X

o Six=—4

o — f(x) no es continua en x = —4, por tanto,
no es derivable en x = —4.

o Six=2:
fQ)=Ilmx+2)=4

g — lim f(x) = lim f(x) =4 = (2)
feH) = lm —=4 e o2
X2 x — f(x) es continua en x = 2.

Asi, la funcion es continua en R — {—4}.

0 Six < —4
fi(x)= |1 Si—4<x<?2
—i Six > 2

XZ
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2) =1 } — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
2 f(x) no es derivable en x = 2.

Luego, la funcion es derivable en R — {—4, 2}.

074 | Considera la siguiente funcion:

075

x? six <0
fx) =ja+bx si0o<x<I1
3 six >1

a) Determina ay b para que sea continua en R.
b) Para esos valores, estudia la derivabilidad de f(x).

a)

Seafla
de x pe
y para |

. Six < 0:f(x) = x* = Funcion polinémica, por tanto, continua en (—oo, 0).

« SI0 < x <1 f(x) = a+ bx — Funcién polindbmica, por tanto, continua
en (0, 1).

+ Six > 1: f(x) = 3 = Funcién constante, por tanto, continua en (1, 400).

La funcién es continua en R si lo es en los puntos en los que cambia
su expresion algebraica.

« Para que la funcién sea continua en x = 0 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = O:

f07)= lim x*=0
=0 —Sf(0)=f0")=f0)—=a=0
f(0T) = lim(a+bx)=a

x—0*

« Siag =0, para que la funcion sea continua en x = 1 los limites laterales tienen
que seriguales y coincidir con f(1) = b:

f(07)= Iim(bx)=0b
ad S =f(M)=f)—>b=3
f0") = Im3=3

x—=1

2x six <0
filx)=13 si0<x<1
0 six>1
f(07)=0 . :
Fl0+) = 3} — Las derlvadas. laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 0.

;,(t) - 3} — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
(M) =0]" " #%) no es derivable en x = 1.

Luego, la funcién es derivable en R — {0, 1.

funcién definida para todo numero real x de modo que para los valores
rtenecientes al intervalo cerrado [—1, 1] se tiene f(x) = (x + 1)(x — 1)?
os valores de x no pertenecientes a dicho intervalo se tiene f(x) = 0.

Se pide estudiar su continuidad y derivabilidad.
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flx) = (x+Dx =1’ sﬁ 1< x <1
0 si|x|>1

¢ Si—1< x <1 f(x) = (x +N(x —1)> = Funcion polinémica, por tanto,
continuaen (—1,1).

Si|x|> 1 f(x) =0 — Funcién constante, por tanto, continuaen R — (=1, 1).

« Six=1
f07) = Im(x+Dx—1?=0
o — lim f(x) = lim f(x) = 0= f(1)
f(]+) = //m+O =0 x—17 x—1t
! — f(x) es continuaen x = 1.
e Six=—1
o = lim f(x)= lim f(x)=0=f(-1)
f(=17) = lim (x + N(x — 1)2 =0 X——17 X1+

— f(x) es continuaen x = —1.
Luego, la funcién es continua en R.

Flx) — {(X—1)(3X—H) § 1< x <1

0 si x| >1
:,(t) - O} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
(M)=0] " f es derivable en x = 1.

F=1) i O} — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = —1.

Luego, la funcién es derivable en R — {—1}.

076 | Decide sila funcion f(x) = {

x? six <1

. es derivableenx=1.
2x  six>1

Para que una funcion sea derivable en un punto ha de ser continua, y para ser

continua los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con el valor

de la funcién en dicho punto; en este caso con f(1) = 1:

fO7) = lim x* =1
d — f(x) no es continua en x = 1, por tanto,

") = lim 2x = 2 no es derivable en x = 1.

x—17

|
077 | Demuestra que la funcién f(x) = | x|* es derivable en x = 0.

lim f(x) = lim f(x) = 0 = f(0) = f(x) es continua en x = 0.

x—0T x—0"

_ 3
705 = fim QM=) _ L IAE e

h—0* h h—0*  h h—0*

Fl0-) = fim 10N =FO) _

h—0~ h h—0" A h—0~

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 0.
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078 | Razona si las siguientes funciones son derivables en los puntos x = —2,x=0yx=1.

2
a) flx)=— b) gx) =x|x+ 2|
X
a) ¢ Six=-=2: lim f(x)= lm f(x) = —=1=f(=2) = f(x) es continuaen x = —2.
x——2% x——2"
//'mf(x) = +oo
.« Six=0:"7° — f(x) no es continua en x = 0, por tanto,

lim f(x) = —oo no es derivable en x = 0.

x—=0"

e Six="1lmf(x) = limf(x) =2 =f(1) = f(x) es continuaen x = 1.

x—=1t x=17
Estudiamos la derivabilidad en los puntos en los que la funciéon es continua:

, 2
f(X):—F

o Six=—-2:f(=2) = —; — f(x) es derivable en x = —2.
¢ Six=T1.f(1) = =2 = f(x) es derivableen x = 1.

X(x +2) Six > —2

o) glx) = {—x(x +2) six<-2

« Six==2: lim g(x)= lim g(x) =0= g(—2) — g(x) es continuaen x = —2.

x——2% xX——2"

« Six=0: lim g(x) = lim g(x) = 0 = g(0) — g(x) es continua en x = 0.
x—0T x—0"

« Six=1:lim g(x) = lim g(x) = 3 = g(1) > g(x) es continuaen x = 1.
x=1t

x—=1"
Estudiamos la derivabilidad en estos puntos:

g(x) = 2X 42 5?x>—2
—2X—2 six<-=2

« Six=-2: g’(—Z;) i 2 } — Las derivadas laterales no son iguales, por
g(=2")=- tanto, g(x) no es derivable en x = —2.

« Six=0:9(0)=2-042 =2 — g es derivable en x = 0.
+ Six=1gM=2-142=4 — glx) es derivableenx = 1.

079 | Estudia la derivabilidad de f(x) =2 — x|x| enx=0.

2—x? six>0
f(x) = ;o
24+ x° six<O0

lim f(x) = lim f(x) = 2 = f(0) — f(x) es continua en x = 0.

x—0" x—0"

Flix) = —2X s?x >0
2x six <0

Fo7) = O} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
- f(x) es derivable en x = 0.
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Encontrar el valor de k para el cual la funcién:
X
6——  six<2
flx) = 2
x? +kx six>2
es continua.
Estudiar si su derivada es una funcion continua.

(Aragon. Junio 2008. Bloque 3. Opcion B)
« Six <2 f(x) =6 —— — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 2).
2

« Six > 2:f(x) = x> + kx = Funcién polindmica, por tanto, continua en (2, 4o0).

« Para que la funcién sea continua en x = 2 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 4 + 2k

f2) = fim [6—1]:5
s )
f2r) = /i)rg+(X2—|—kX):4+2k
62 six<2 L k<2
Entonces: f(x) = 2 S =] 2
X2+%X six >2 2X+% Six > 2

21 _ Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
F2*) = % f(x) no es derivable en x = 2.

Asi, la funcion derivada no es continua en x = 2.

Sea f la funcién definida por:
Flx) = {x2 —2x sf x >3
2x+a six<3
a) Encuentra el valor de a para que f sea continua.
b) Comprueba si es derivable en x = 3 a partir de la definicion.
(Asturias. Junio 2001. Bloque 3)

a) « Six >3 f(x) = x? —2x — Funcion polindmica, por tanto, continua en (3, +o0).
« Six < 3:f(x) = 2x 4+ a — Funcién polinédmica, por tanto, continua en (—oo, 3).

« Para que la funcién sea continua en x = 3 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(3) = 3:

f(37) = X@_(zx +a)=6+a

f3*) = lim(x* =2x)=3

x—3*

b) La funcion solo puede ser derivable si es continua, por tanto, consideramos:

x> —2x six>3
f(x) = )
2Xx—3  six<3

—>f(2‘):f(2+):f(2)—>4+2k:5—>k:%

—>f3)=f3")=f3>6+a=3—>a=-3
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f(3+ h) —f(3) (3+h)2—2(3+h)—3:

f'(3*) = lim = lim
h—0* h h—0" h
2 J— p— p—
_ g 2O+ =623 g
h—0* h h—0*

23+h) —3-3 ~2h
m = m-— =

h—0~ h h—0~ h h—0" A

2

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x) no es
derivableen x = 3.

082 | Considera la funcién definida por:
_]e” six <0
2x+1 six>0

donde a es un nimero real.
a) Calcula Iin% f(x) y comprueba que f(x) es continua en x = 0.
X—>

b) ;Para qué valor del pardametro a la funcién f(x) es derivable en x = 0?

//‘m+(2x +N=1
a) “° = lmf(x) =1

lim e™ =1 x=0

x—0"

f(0) = e =1

//‘rrz)f(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 0.
b) ()= {"e“ SR

2 six >0

Para que la funcién sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen
que ser iguales:

083 | Determina el valor de g, si existe, para el cual la siguiente funcién es derivable en x = 0.

{cosx six <0

f(x) =
) x24+a six>0

Para que la funcién sea derivable, en primer lugar, tiene que ser continua.

La funcidn es continua en x = 0 si los limites laterales son iguales y coinciden
conf(0)=cos0=1:

f(07) = lim cosx =1 )
X—0~ f(07) = f(07) = f(0 —

f(0*)= lm(x*+a)=a — f(07)=1(0")=1(0) = a
x—0*

Entonces: f(x) = {COS X Sx<0 ey {—senx Six <0

X241 six>0 2x six >0

Fo7) i O} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
f(x) es derivableenx=0sia=1.
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Dada la funcioén:
ax’*+1 six <2
flx) = 2_X+ . <
e +2 six>2
calcula a para que f sea continua en x = 2. Para el valor obtenido,
ies fderivable en x = 27

(Galicia. Junio 2007. Bloque 3. Opcion 1)

Para que la funcion sea continua en x = 2 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 3:

fQ7)= lm(ax* +1) = 4a+1
X—2"

Q) = lim@Ee*>*+2)=3 2
x—2F
lxZ—H Six <2 X Six <2
Entonces: f(x) = { 2 - fi(x)=

2—x H
. —e Six > 2
er 42 six>2

— Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 2.

Discutir segun los valores de m la continuidad y la derivabilidad de la funcién:
3—mx? six <1
— six >1
mx

(Canarias. Septiembre 2004. Opcion A. Cuestion 1)
« Six <1 f(x)=3—mx’ — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 1).

« Six>1f(x)= L — Funcién racional continua si x = 0y sim = 0.
mx
- Para que la funcién sea continua en x = 1 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidircon f(1) =3 — m:
fO7)= IimB3—-mx*)=3—m
x—1"
., S =) =) >3 -m= =
fat) = /im+—:— m
x=>1" mx m m—= 1

—>m2—3m+2:0—>{
m=2

Luego, f(x) es continuaen Rsim=1om=2.

Para que una funcion sea derivable tiene que ser continua, asf consideramos
la derivada de la funciéon sim=10osim = 2.

—2mx  six <1 f'(17) = =2m

f'(x) =
LO=1_2 s ) = — 2
mx2 m

« Sim=1—f(1")=f(") — Las derivadas laterales en x = 1 son iguales,
por tanto, f(x) es derivable en x = 1 — La funcién es derivable en R.

« Sim=2—1f(1")=f(1") —Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 1 — La funcion es derivable en R — {1}.

—>f(2‘):f(2+):7‘(2)—>40—H:3—>a:i
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086 | Calcular los valores de a'y b para que la funcién:

3x+2 six <0
fix) ={x? 4+ 2acos x si0<x<m
ax> + b Six >

sea continua para todo valor de x.

Estudiar la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior.

« Six < 0: f(x) = 3x + 2 = Funcién polindmica, por tanto, continua en (—oo, 0).

« Si0 < x < w f(x) = x* 4+ 2acos x — Funcion polindmica y trigonométrica,
por tanto, continua en (0, ).

« Six > f(x) = ax’ + b — Funcion polinémica, por tanto, continua en (T, +-co).

« Para que la funcién sea continua en x = 0 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = 2a:

f(07) = lim (3x +2) =2
e SA0)=f0")=f0)>20=2—>a=1
f(0") = lim (x? 4+ 2acos x) = 2a
x—0T
Consideramos que a = 1, entonces para que la funcion sea continua en x =«
los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(w) = = + b:

f(n) = lim (x* 4 2cos x) = =" — 2
et e —>f(n) = f(x*) = f(x)
(TY)—JL@(X +b)=7"+0b b b= 2
3 six <0
Sia=1yb=—=2entonces: f(x) =12x —2senx S0 < x <™
2X Six >

f(0)=3 4 .
— Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,

f(0") = f(x) no es derivable en x = 0.
f(r=)=2

/(7:) ﬂ} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
fn") = 2m f(x) es derivable en x = .

087 | Considera la siguiente funcion:

3 2 :
fix) = —x> 4+ x° six<I1
) {ax—b six >1

Determina los valores de a y b para que sea derivable en todos los puntos.

Una funcién solo puede ser derivable en todos los puntos si es continua
en todos ellos.

« Six <1 f(x)=—x>+ x> = Funcion polindémica, por tanto, continua en (—oo, 1).

« Six > 1 f(x) = ax* + b —Funcion polindmica, por tanto, continua en (1, 4+o0).
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« Para que la funcién sea continua en x = 1 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(1) = a — b:
f07) = lm(—x>+x*)=0
o S =f0")=f)—>a—-b=0—a=>b
fOY) = lim(ax—b)=a—>b

x—1%

La funcién es derivable en x = 1 si las derivadas laterales existen y son iguales.

J— 2 1
f’(x):{ 3X° + 2x s!x<1
a six > 1

f(1):_1}—>a:—1—>b:—1

Halla los valores que deben tener a y b para que la siguiente funcion sea derivable
enx=0.

sen x six <0
fix) = .
ax+b six>0

Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 0:

f(07) = lim senx =0
o — f(07) =f(0") =f(0) > b=0
fO") = lim(ax+b)=0b
x—07F
Una vez que comprobamos que es continua en x = 0, para que la funcién sea
derivable en dicho punto las derivadas laterales tienen que existir y ser iguales.

Flx) = {COSX S{X <0
a six >0

Determina los valores de ay b para que la siguiente funcién sea derivable en todos
los puntos.

[bx? + ax six <—1

a

— si—1<x <1
2

X +ax+1 Gix >1

X+ 1
(Canarias. Junio 2006. Opcién B. Cuestion 2)

. a - . )
Si—1< x <1 f(x) = — — Funcion racional, no es continua en x = 0, por tanto,
X noesderivable en x = 0.

Asi, no existen valores de a 'y b para los que la funcion sea derivable en todos
los puntos.
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090 | Halla los valores que deben tener ay b para que la siguiente funcién sea derivable
enx=0.

In(e+ sen x) six <0
fx) =1, .
xX*4+ax+b six>0

Para que la funcién sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = b:
f(07) = limIn (e +senx) =1
o —f(07) = f(0") = f(0) > b =1
fON) = lim(x*+ax+b)=0b
x—0"
Para que la funcién sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen que existir
y seriguales.

, _ O Gx<o F(0-) = 1
'(xX)=1e+senx ep—>ad=—
3x24a  six>0 F(0*)=a €

Halla los valores que deben tener ay b para que la siguiente funcion sea derivable
enx=0.

54 sen x six <0
f(x) = ) .
—Xx“+ax+b six>0

Para que la funcién sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 5:

f(07)= lm((5+senx)=5
=0 —f(07)=f0")=f0)—>b=5
fON) = lim(—=x*4+ax+b)=0b

x—0t

Para que la funcién sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen que existir

y seriguales.
f,(X):{cosx six <0 f'(07) ]}—>a:1

—2x+a six>0 f(0")=a

Demuestra que la siguiente funciéon es derivable para todos los valores de x.

fx) = x2sen )1( six=0

0 six=20
La funcién es derivable para todos los valores de x solo si es continua en todos ellos.

Estudiamos la continuidad en x = 0:

1 ., . 1 .
sen— funcion acotada — 7(0) = lim x*sen— = 0 — f(x) es continua.
X x—0 X
1 1
f'(x) = 2xsen— — cos— six =0
X X
1
h?sen— — 0O

f(0) = //'mih = lim hseni = 0 = f(x) es derivable.
h—0 h h—0 h
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L]
093 | Calcula razonadamente los valores de my n para que la siguiente funcion sea
derivable en x = 4.

f(x):{\/zs—x2 Si—5<x<4

x> +mx+n six>4

Para que la funcién sea derivable en x = 4 ha de ser continua en este punto, para
ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(4) = 16 + 4m + n:

f4 )= m~N255—x> =3

. el , —f(47)=1(4")="1(4)

f(4):xl/_)nz+(x +mx+n)=16+m-+n 164 man=3
Para que la funcién sea derivable en x = 4 las derivadas laterales tienen que existir
y seriguales.

X G -5<x<4
FX) =125 x

2x+m Six >4
fla)=—= 4 28

3 -8+tmMm=——->m=—

f(4") =8+m 3 3

ASI,Z]6—§+/’7:3%§+/’):3_>”:_£
3 3 3

094 | Utilizando la definicién, calcula la funcién derivada de las siguientes funciones.
a) fx)=123 b) f(x)=3x? o fx)=x* d) f(x)=ax
a) flx)=0 b) f(x)=6x Q) f'(x)=3x? d) f(x)=a

095 | A partir de la definicién, halla la funcion derivada de estas funciones.

a) fx) = 1 b) f(x)= Jx c) f(x)=senx d) f(x) =cosx

h oy _
a) flx)=| Xt+h x o x—x—h _ 1
h=0 h h=0 xh(x + h) x?
, CIx+h =T (xrh =T )Wx+h +Vx)
b) f'(x)=Im = [im =
_ i X+h—x ]
h=0 h(\/x+h +\/;) 1x
, . sen(x+ h)—senx . senx-cos h+ cos x-sen h—sen x
o fi(x)=lm = lim = C0S X
h—0 h h—0 h
d) f'(X):ﬂ’."Z) cos (x-i—:)—cosx :,firr(’) cosx-cosh—sezx.senh—cosx — enyx
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096 | Calcular la derivada en el punto x = 1 de la funcién f(x) = x7"? In x.

1 -2 -~ | 1 2|
f’(x):—zlenx—kxz-—: nx nx

— —|— =
X 2\/)(73 X\/; X\/;

097 | Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x) =2x
b) glx) =x?
o hix)=x*
d) i(x) =cosx
e) j(x) =senx
f) k(x)=tgx
a) fiix)=2
f"(x) =0
f"(x)=20
b) g'(x)=2x
g'(x)=2
g"(x)=0
¢ h'(x)=3x
h"(x) = 6x
h"(x)=6
d) i'(x) = —sen x
i"(x) = —cos x
i"(x) = sen x

J'(x) = cos x

J'(x)

J"(x)
f) K'(x)=141tg" x

k"(x) = 2tg x - (14 tg° x)

k"(x) =200+ tg” x)* + 2tg x - 2tg x -(1+ tg* x) = (2 + 4tg* x)(1 + tg* x)

!
1
1

098 | Halla los puntos en los que la funcién h(x) = In x es derivable, y calcula su primera
y segunda derivadas.

La funcidn es continua en su dominio, (0, 4-0).

h'(x) = al — h(x) es derivable en (0, +o0).
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Determina los puntos en los que las siguientes funciones son derivables, y obtén
las dos primeras derivadas de cada una de ellas.

2 .

a) f(x)={x sxsl
2x  six >1

b) g)=x+ |x—2]|

0 v(x):{3x+4 s?xS—]
—2x—=1 six>—1

a) f(x) esta definida por funciones polindmicas, por tanto, continuas
y derivables en R.
)= lim x* =1

x—1"

— f(17) = f(17) = f(x) no es continua en x = 1, por tanto,

F7) = lim 2x =2 no es derivable en x = 1.
Filx) = 2X s!x <1 F(x) = 2 SfX <1
2 Six > 1 0 six>1

Por tanto, f(x) es continua y derivable en R — {1}.

2x—2 six>2
b = =
) 90 {2 Six <2
g(x) esta definida por funciones polinémicas, por tanto, continuas y derivables
en R.
g27)=1Ilm2=2
e — g(27) = g(2") = g(2) > g(x) es continua en x = 2.
g2t)= lim(2x —2)=2 J g g g
x—2"
(x) = 2 six>2
T =00 six<2
g’(2;) i O]» — Las derivadas laterales existen pero son distintas.
9(27) = g(x) no es derivable en x = 2.

Asi, g(x) es continua en R, y derivable en R — {2}.

"

g'(x)=0 six=2

C) v(x) esta definida por funciones polindmicas, por tanto, continuas
y derivables en R.

vi=17)= lim 3x+4) =1

x> S vQ)=v2H) =v(2)
V(=1 = Im (=2x =1 =1 )
Kol — v(x) es continuaenx = —1.
, 3 six < —1
vix) = .
—2 six>-—1

vi-T) =3 } — Las derivadas laterales existen pero son distintas.
- v(x) no es derivableenx = —1.

Por tanto, v(x) es continua en R, y derivableen R — {—1}.
Vi(x)=0 six=—1
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100 | Halla la derivada n-ésima de cada una de las siguientes funciones.

a) f)=+x

b) g(x) = cos 2x
h

) hix)=e™
! 1 Y
a) fix)=—x 2
2
1 _3
f'(x) = ——x ?
4
5
f"(x) = iX 2
8
7
M (x) = E)(E
16
2n—1
Sin > 4,laderivada n-ésimaes: f"(x) = (—=1)"" . (2n - 3)(2;_ 2. X 2
b) g'(x) = —2sen 2x
g"(x) = —4cos 2x
g"(x) = 8sen 2x
9" (x) = 16c0s 2x
9" (x) = —32sen 2x

Asi, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:

Zk 1) k~2k—1
n — (x) = (=1)"27" sen 2x arak=1,2,3
J { 000 = (— ) 2%cos 2x ¢
Q h'(x)=—e"
h'(x)=e*
As, la derivada n-ésima es: h"(x) = (—1)

n,—x

e

101 | Obtén la derivada n-ésima de estas funciones.

1+ x
1—x

a) f(x) = b) g(x) =sen’x ) h(x)=Inx

12
(1=x)*

48
(1—x)

F(x) =

f'v)(X) —

2-n!
(] _ X)N-H

n=1,

Asf, la derivada n-ésima es: " (x) = (—1)
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b) g'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
g"(x) = 2cos 2x
g"(x) = —4sen 2x
g™ (x) = —8cos 2x
V(x) = 16sen 2x

Asi, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:

0 (x) = (=1 *12%25en 2x _
g’ = { D00 = (=) 12505 2x parak=1,2,3,...
’ ] —1
0 hix)=—=x
X
h"(x) = —x~2
h"(x) = 2x"3
A (x) = —6x~*

Asi, la derivada n-ésima es: h"(x) = (=)™ - (n — NIx ™"

sen [fix)

Dada la funcion h(x) = ; caIcuIa el valor de su derivada en x =0,
sabiendo que f(0) =0y f'(0) =

(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 1)

h'(x) = e Xeos [f(x)] - F1(x)
h'(0) = e cos [f(0)]- F(0) = e*"° . cos 0-1=¢e% =1

{Puede haber dos funciones distintas que tengan igual funcidn derivada?

Si la respuesta es afirmativa, ponga un ejemplo. Si, por el contrario, la respuesta

es negativa, razonese.

(Galicia. Septiembre 2001. Bloque 3. Pregunta 1)

Si, puede haber dos funciones distintas con la misma funcién derivada.

Por ejemplo:
fx)=x*+3 , ,
glx) = x* — 2} 0= glx) = 2x

Utilizando la propiedad de la derivada de una sumay la del producto
de una constante por una funcién, halla la derivada de estas funciones.

a) y=x>+x+3 d) y=>5senx — 10cos x
b) y=—12+8x3+l e) y=4x*—5x*+3
b
o) y:3+5x2+8\/; f) y = cos®x + cos x*
a) y'=2x41 d) y'=5cos x 4+ 10sen x
b) y’:24x2—% e) y'=24x>—15x’
0 y'=10X+% f) y'= —2cos x sen x — 2xsen x°
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105 | A partir de la propiedad de la derivada de un producto de funciones,
halla la derivada de las funciones.

a) y=12x* c) y=>5x’senx
b) y=3x*Inx d) y:\/;(x3+2x)
a) y' = 48x°

b) y'=9x%In x + 3x*

o) y'=10xsen x + 5x°cos x

3
d) v = (4 20+ x (3x 4 2) = L0

2 x Wx

106 | Utilizando la propiedad de la derivada de un cociente de funciones, calcula
la derivada de las siguientes funciones.

1 5x% —1 2

Y X3 X+2 Y x—2 Y
. =33
Y= T
o)y = 10x(x 4+2)—(5x* = 1) 5x* +20x +1
(x +2) (x +2)
Q0 y= =2
(x —2)°
. (41t x)x —tg x
d y = -
107 | ;Cual es la derivada de estas funciones?
2 —
a) y— 1+t Q y= / e)y:2 X
X —1 X400 X3
12 4x° +1 X+1
b) y=—= d) y= f) y = >
X b's X
2 y = X(x—=N—0+x") x> —2x—1
(x =1 (x =1
. 36
, 2800
Q) y=- 4o
9 v 8Xx* —(4x* + 1)  4x* —1
)= x? X
. —X*—=Q2—=x)3x> _ 2x’—6x>  2x—6
e) vy = X6 o X6 o x*
f = X —(x4+M02x  —x*=2x  x+2
Y= 4 - 4 N
X X X
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Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.

a) y=4arctgx d) y=(1+ x?arctgx
b) y = (3x+ 1)arc cos x e) y= 0>+ 8x+ 1)senx
C) y=2cosx+ tgx f) y=>5senxcosx
a) y'= 4
14+ x?
3X +1

b) y'= 3arc cos x —

NT—x?

o y'=-2senx+1+1tg” x

d) y'=2xarctgx +1

e) y' = (2x + 8)sen x 4 (x* 4 8x + 1)cos x
f) y'=5cos® x — 5sen’ x

Halla la derivada de estas funciones logaritmicas.

a) y=In(9x’+ 7x + 2) d) y=Invx’+2x
b) = In x E) :In_X
x? X
¢ y=log,(3x* —7) f) y=In(4x+7)
, 45x4 +7
a) yy=—"-———
Ox° +7x+2
i‘><2—|r1x-2)< -
¢ ~1-=2Inx
o) y'= X - 3
gy = 6x
(3x2 =7)n 2
1
Lo 420762 +2)
, 2 3x2 42
d y'= = -
Vx4 2x 2(x° + 2x)
1
—-x—Inx
. X _1=Inx
e y'= X2 T
f) y= 4
4x +7

Halla la derivada de la funciéon y = In v/ sen x* y simplifica el resultado.
(Navarra. Junio 2004. Grupo 2. Opcion D)

1

—sen 2 x?cos x* - 2x ,
, 2 XCOS X ;
y' = = = XCotg X

\ sen X2 sen X2
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111 | Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) y=4 f) y=<3/5x>
8 x—2
b) y= 9 y=
Y x> —4 Y x—3
9 y= 2x —1 h) y— x*(1—x)
x —x? x* =1
d) y:7\/;+8€/; i) y=x*(senx — 5x)
e) y=xe* j) y=2"+log,x
a) y'=4"In4
16X
b) y'=-
g (x? —4)°
O y= 2Ax—x)—2x—=01—=2x) _ 2x* —=2x+1
(x — x?)? (x — x%)?
1 1 -2 7 8
d y=7-—x2+4+8-—x 3 = +
2 3 nWx o 3
e) y'=e"4xef =14 x)e*
1 — 10x 10
f) y'=—(5x") *10x = =
3 33(5x?) 3:/25x
9 y,:(x—3)—(x—2):_ 1
(x —3)° (x —3)
h = 2x(1=x) = x)x> = 1) — x’ (1= x)2x _ —x" +3x7 — 2x

(x> =17 (x> =1y
) y'=2x(sen x — 5x)+ x*(cos x — 5) = 2x sen x + x’cos x —15x
1
xIn 2

2

) oy =22+

112 | Halla las derivadas y simplifica el resultado.

2 2)2 2 _
a) y:X+1 b)y:L C) y:w d)y:X 21
ex In x X +1 eX
L o2xe = (P + et x4 2x —1
a) y_ (eX)2 - ex
1
InNx —x-— | ]
X nx—
b) yv' = =
g (In x)? In? x
9 y,_2(X+2)(X+1)—(X+2)2 _ X +2x+8
(x +1)? (x +1)?
Co2xe — (X =M - 2x —2x3 + 4x
d) y'= ; = :

(ex )2 ex
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SOLUCIONARIO

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) y=3"+ f) y=arctgx
b) y=0>—2)? g) y=+2x*+1
=Ux> —2x h) y=e""7
d) y=5e d i) y=sen’x

Vx+1 .
e) — X3 J) y:25enx

a) y' =3""In3.2x
b) y'=15x"(x" —2)

_2 2 _
C) y’ = l(X?’ _Zx) 3(3)(2 _2) = L
3 (3 —2x)?
d) y'=—10x"
1
(x+1) 2x>—=+x+1-3x
% —5x—6
e = =
X° 2N x 41
1,72
, 2 L
f y= -
T+x 20+ xWx
< 2X
9) y=—Q2x+1) 24x = ———
V2x7 41
hy y' =2xe’’
) y'= 2senx cos x
)y =2"In2-cos x
Halla la derivada de estas funciones.
a) y:arcsenl o) y:cot# e) y=arcsen (5x + 1)
X X f) y=In(senx?)
b) y=cos(x*+ 5x + 5) d) y=12J3x* + x g) y=(4x*—5x+1)3*

1

\/7 \/x—— xﬁ

"= —sen (x? +5x+5)-(2x +5)
1

Q y=
tg x - x*
y = (+1tg° X)X +1gx-2x  x+ xtg’ x + 2tg x
(tgx - x*)? x’tg® x

493



494

Derivada de una funcién

1
d) y':12-i(3xz+x) 2(6X+1):M
2 V3x2 4 x
, 5 5
JI—=6x+17 J=25¢* —10x
2-
f) )/'ZM:b(cotgx2
sen x?

g) y'=(8x—53"4(4x* —5x +13"In 3

115 | Calcula la derivada de estas funciones.

e) y = 2xarcsenx
f) y=3(5x—-2)°

a) y=tg*(2x + 3) c y=+InBx-5)
b) y=arctg(x* + 6) d) y=135x>+1
a) ¥y =4tg2x +3)(1+tg” 2x + 3))
! 3 ’
o) y = — 2
1+ (x* + 6)°
1
O y'=—nBx-5) 2 —— = ;
2 3x =5 2(3x —5)1/In(3x — 5)
1 -2 15x?
d) y'=—GEC+1) 41587 = ————
4 43 (5% +1)°
e) y'=2arcsenx + 2x- 1
1—x?
2 — 10
fy y'=2(5x—2) 35=——
3 3R5x =2
116 | Determina la derivada de las siguientes funciones.
a)y:xsenx f) y= [ + x
eX
|C>)y:arctgi g)y:i
X 2
o y=In(1—-29 h) y=x%"*
_ Cos X ; R
d) y= x2 ) y=e
e) y:seni+cosi J) y=~+secx
X X
2y = (sen x + xcos x)e* — xsen x - e*  sen x + XCos X — xsen x
(")
1
2 2
b) y' = —2— = X ]
[1] X*(x* +1) x? +1
1+|—
X
. —=2"In2
Q y=
1—2"
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—sen x - x> — cos x - 2x xsen x + 2¢os x

d y'= x* - 3
e) y' = Cosi . [—LZ] - seni . [—%]

X X X X
f) y'=—( + x)’%(eX TN L o

2 2\e  + x
9y = 5IN5-5"In5
2

h) y'=2xe " —x’ " =Q2x—x")e*

)y =e"(—2x)

1

—
=

cos X
1
Y= 1[ 1 ]2 senx _ senx~cos x
2\ cos x cos? x 2c0s” x

Calcula la derivada de estas funciones.

SOLUCIONARIO

a) y=1In al c) y=arccos(In x) e) y=|ogz4}l
x —1 X
b) y=arctg d) y=R/2%~ f) y=cos®*x+ senx?
x —1
1
i[x-l—1]3x—1—(x+1)
)y 20 x—1 (x =17 1 x—1 1
a = - _
x+1 (x=1" Xx+1 x> =1
X —1
X—1—x
, (x =1 1 1
b) y == 2 = 2 2 = 2
[ X ] (x =1+ x 2x% = 2x +1
14
x—1
1
0 Y'_—;_— 1
\/1—(|nx)2 xN1=In? x
_2 3/ ~cos x
d) y’:l(2“’”) 329°%In2 (—senx):—lnzsenx 2
3 3
1
arllwa
. 2\x x? 1
1 2xIn 2
—1In2
X
f) y'= —3cos’ x sen x + 2sen x cos x
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Derivada de una funcién

118 | Halla las derivadas y simplifica el resultado.

a) y = arc sen Ix

b) y = {sen (x> +1)

C) y:2X2+4+X2+4

Invx+1
dy=—-——
X
e) y:In[ ]
X+1
1 X
—X 2
a) y' = 2 = ]
J1—x Wx—x2

3

2 3
b) y'= A]r(sen (x> 4+1) 4cos (x* +103x% = 3xos (X + 1)

43 sen® (X3 +1)

Q) vy =2""In2-2x + 2x

2
x—Invx+1 X —InJx+1
, X+ 20x +1
d y'= X2 - 2 =
X =2x+ N In x4+
2(x + Nx?
X
e) y:xln[ ]
X 41
X+1—x
, [ X J (x+17 [ X ] 1
y'=1n +x-—=1n +
X+ 1 X X+ 1 X 41
X+ 1

(f(f(X)))’Zf'(f(X))f'(X)Z—(1+f(X))2(—(1+X)‘2)=[1+ ! ] ! -
T+ x) (14 x)
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SOLUCIONARIO

|
1
120 | Dada la funcion f(x) = sen x + sen (x +1) enelintervalo 0 < x < 2,

cos x —cos (x + 1)
calcula su derivada, simplificandola en lo posible. ;Es constante esta funcién f(x)?

(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio A. Ejercicio 3)

(cos x 4 cos (x + D)(cos x — cos (x + 1) — (sen x + sen (x + D)(—sen x + sen (x + 1))

') = =
(cos x — cos (x +1)?
_cos? x—cos® (x+1)+sen” x —sen” (x +1) 1—1 0
(cos x —cos (x +1))? (cos x — cos (x +1))?
Al tener como derivada la funciéon nula, se verifica que f(x) es constante.
|
121 | Comprueba que es constante la derivada de la funcién:
f(x) = arc tg ﬂ con0<x< .
14 cos x
(La Rioja. Septiembre 2001. Propuesta A. Ejercicio 3)
1
i[ 1— cos x ]3 sen x - (14 cos x) — (1— cos x)(—sen x)
) 214 cos x (14 cos x)?
') = =
1— cos x
1+ —
1+ cos x
2senx
_ (1+ cos x)? |1+ cosx _ senx-(14cosx) [1+cosx _
2.1+COSX+1—COSX 1—cos x 2(1+ cos x)? 1—cos x
1+ cos x
sen x 1+ cos x 1 \/ 1+ cos x
= . 4/ =—senx- =
2004+ cosx) \ 1—cos x 2 (14 cos x)*(1— cos x)
1 1 1 1 1
=—senx.,|—— = —senx- =
1— cos? x 2 senx 2

122 | Calcula la derivada de la funcion y = f(x) definida implicitamente

por la ecuacién v x + +/y = 5.Comprueba que coincide con la expresién
que se obtiene al despejar la variable y, y luego derivar con respecto a x.

Lo ] 1 1 Ay s=x

1 1 1
—Xx 24—y 2y'=0—> -y =— =
VX VX

y':_
P 2 Jy Ix
Despejando:\/7=5—\/?—))/:(5—\/;)2

y=als— m[_%xg] . %
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Derivada de una funcién

123

124

Halla la derivada de la funcién y = f(x) definida implicitamente por cada una
de las siguientes expresiones algebraicas.

a) X*’+y*—2xy=0 d) e¥ —Inx*=3
2 2
b) x = cos (xy) e) X—+y—:1
16 4
 x*+3y’—2ay=0 f) *+y’+xy=0
' ) ) .2y —2x
a) 2X+2yy' =2y —=2xy'=0—>Qy —=2x)y =2y —2x > y = —— =1
2y —2x
b) 1= —sen (Xxy)y + xy) > y + xy' = — =Xy = -
sen (xy) sen (xy)
Sy —1—y sen (xy)
xsen (xy)
2 ' ' ' 2 N *3)(2
Q) 3x“+6yy' —2ay'=0—>(6y —2a)y' =-3x" >y =——
6y —2a
3x? 3 3
d) e¥2y'— =0-eY2y=—>y =
g X’ g X g 2xe”
e) 27X+27yy'zo_>ly’:_iﬁy/:_i
16 4 2 8 4y
2 2, ’ 2 ’ 2 ’ 3x* 4y
f) 3x"+3yy' +y+xy'=0->C@y +x)y =-3x"—y >y =—
3y° + x

Utilizando la derivacion logaritmica, calcula la derivada de las funciones.

a) y:XX 1 X
b) y=(1+x)" ¥ y:[Hx]
c) y=(senx)* f) y=(tgx)
d y=1

a) Inf(x)=Inx

f<X):|n(1+X2)—|—X- 2x
f(x) 14 x2
2
Fx) = (14 30) | In (14 x2) + 2
14 x?
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SOLUCIONARIO

c) Inf(x)=In (sen x)*
In f(x) = cos x - In (sen x)

f'(x) cos x
= —sen xIn (sen x) + cos x -
f(x) sen x
cos® x

f'(x) = (sen x)**|—sen x - In (sen x) +

sen x

d) Infix) =1In x>

Inf(x):i-lnx
X
f'(x) 3 31
=—Inx+—-—
f(x) x? X X
, </73 3—3Inx
fi(x) =R x e
X

e) Inf(x)=1In [1 + i]
X

In f(x) = xIn [1 + —]

f’(x)=[1+i] [In [1+i]— 1 ]
X X X+ 1
f) Inf(x)=In (tg x)*

In f(x) = xIn (tg x)

' 2
o0 =In (tgx)+x-—1+tg il
f(x) tg x
2
fi(x)=(tg X)X[h’] (tgx)+ x - M]
tg x

Aplicando la regla de la derivada de la funcién inversa, halla la derivada
de estas funciones.

a) y=arccosx c) y=arctgx

b) y=arcsenx d) y=¢e"

a) f(x)= cos x
f'(x) = —sen x
G (0 B E—— ! _
FFY(x)) f'(arc cos x) —sen (arc cos x)
1 1

\/1 — cos? (arc cos x) T—x

2
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Derivada de una funcién

Yo o 1 _

f(F'(x)  flarcsenx)  cos (arc sen x)
1 1

B \/1—sen2 (arc sen x) 71— x2
o f(x)=tgx
f(x) =1+tg” x
Fyx=—t = ! _ ]
f(F'(x)  flarctgx) 1+1tg’ (actgx) 1+ x°
d) f(x)=Inx
Fix) = -
X
() (0 S

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Utilizando la definicion de derivada, encuentre la derivada de la funcién

f(x) = 3+x en el punto x, = 3.
X—2
3+3+h_6 6—|—h_6
h—0 h h—0 h h—0 h
__6+h—6-06h 5
= lim = = 5
O R(+h) 014h

2 | Determinar en qué puntos de la grafica de la funcion y = x> — 3x*> + x + 17, la recta
tangente a la misma es paralelaalarectay=x+7.

Sila recta tangente es paralela a la rectay = x + 7 entonces: f'(x) = 1.
F(x)=3x>—6x+1

x=0

Entonces:3x2—6x+1:1—>x2—2x:O%{X_2

Por tanto, los puntos de la gréfica que verifican la condicion son (0, 17) y (2, 15).
3 | Determina la funcion f: R — R sabiendo que su derivada segunda es constante

eigual a 3y que la recta tangente a la grafica en el punto de abscisa x = 1
es5x —y—3=0.

500



SOLUCIONARIO

f"(x) =3 = f'(x) = 3x + k siendo k un numero real

Siendo 5x — y — 3 =0 larecta tangente en x = 1, tenemos que: f'(1) = 5

2
Entonces:3+k=5—2k=2—->f(x)=3x+2—>f(x)= 3)2( + 2x 4+ ¢ siendo ¢

un numero real.

Sila recta es tangente a la funcion en el punto (1, 2), este punto también
pertenece a la grafica de la funcion.

A5|’:i+2+c:2—>c:—i
2 2

3x? 3

Luego la funcién es: f(x) = + 2x — 5

Calcular, simplificando el resultado todo lo posible, la derivada de la funcién:
fx) = In 1—cos x
14 cos x

(Castilla y Leon. Junio 2000. Prueba A. Cuestion 3)

sen x - (1+ cos x) — (1— cos x)(—sen x) 2sen x
, (14 cos x)? (14 cos x)?
1— cos x 1—cos x
1+ cos x 1+ cos x
2senx-(1+cosx)  2senx  2senx 2

B (1—cos x)(1+ cos x)? Cl—cos’x  sen’ x sen x

Considerar las funciones definidas para x > 0:

X 1
V14 x2 V14 x2
Calcular f'(x) y g'(x) y expresarlas del modo mas simplificado posible.
Comparar los resultados y deducir justificadamente la diferencia entre f(x) y g(x).

f(x) = arc sen g(x) = arc cos

(C. Valenciana. Junio 2002. Ejercicio B. Problema 3)

N1+ X2 —x-

1

(14 x?) 22x 14+ x2 —

1 X

2 V14 x°

(V14 2 1+ x°
X

1+ X2

f'(x)

)2
2 - X2
_ 1—
1 [ '1+X2] ]+X2
1

_ 0+ PN 1
1

4

14+ x2
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Derivada de una funcién

1

NAES i(—1—)()52)( T+ x2 — X
2 T+ x°
. \/ T+ x°
g(X): — > =
[\h T
B 1—|—X2)\/]+X _ 1
T+ x?
f(x) = —g'(x) x)+ k = —(g(x) + ¢) siendo k,c € R.

Entonces: f(x) — g(x) =2f(x)+2k+c¢

6 | Sealafuncion:
x> +6x+8 six<-2
fix)=12x+ 4 si—2<x<0
acos x si x>0

a) Estudia su continuidad en toda la recta real en funcién de a.
b) Estudia su derivabilidad en toda la recta real en funcién de a.

a) « Six < —2:f(x)= x?+ 6x + 8 — Funcion polindmica, continua en (—oo, —2).
« Si—2 < x < 0:f(x)=2x 44 — Funcién polindbmica, continua en (-2, 0).
« Six > 0:f(x) = acos x = Funcién trigonométrica, continua en (0, 40).
« Para que la funcién sea continua en x = 2, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) =
f(=27) = lim (x* +6x+8)=0

o — f(=27) = f(=2%) =f(-2)
f(=2")= Im 2x4+4)=0 )
X2 — f(x) es continua en x = —2.

+ Andlogamente, para que la funcién sea continua en x = 0, los limites laterales
tienen que seriguales y coincidir con f(0) =

fO)= Im@Q2x+4)=4
=0 —f(07)=f(0")=f(0) > a=4
f(0") = lim (acos x) = a

x—0T

Luego si a = 4, f(x) es continua en R, y si a = 4, f(x) es continua en R — {0}.

2X+6  six< =2

b) fi(x)=12 Si—2<x<0
—asenx six >0
f(=27)=2 i . .
o — Las derivadas laterales existen y son iguales,
(=27) luego f(x) es derivable en x = —2.

Para que la funcion sea derivable en x = 0 tiene que ser continua, por tanto,
consideramos a = 4. Entonces:



SOLUCIONARIO

— Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 0.

Luego f(x) es derivable en R — {0} para cualquier valor de a.

F(0%) = o}

Sea f: R — R la funcién definida por: f(x) = x> — | x|
Estudia la derivabilidad de f.
(Andalucia. Aiio 2006. Modelo 2. Opcion A. Ejercicio 1)

x2—x six>0
fx)=1", .
X°+x six<O0

fO7)= lim (x> +x)=0
x>0~ — f(07) = f(0") = f(0) — f(x) es continua en x = 0.
f(0")= lim(x*=x)=0

x—0*
Como las funciones que definen f(x) son polindmicas, la funcién es continua en R.
Flx) = {2)(—1 six >0

2x+1 six<O0
f(ot) = —1 ) ) .
f0-) — — Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,
(07) =1 f(x) no es derivable en x = 0.

Luego, f(x) es derivable en R — {0}.

Considera la funcion f: R — R definida por:
fx) = XL
1+ x?
Estudia su derivabilidad (calcula la derivada donde exista y justifica la no existencia
de derivada donde proceda).

(Cantabria. Junio 2008. Bloque 2. Opcién A)

5 six >0
fo=111*
— six <0
T+ x°
f07) = lm ——=0
x=0" ] 4 X2 - o . B
— f(07) = f(0") = f(0) = f(x) es continua en x = 0.
f(0*) = lim =0
x—0%t ]+ X2
Las funciones que definen f(x) son continuas, por tanto, la funcién es continua
enR.
2
% six >0
1— x? .
—— six <0
(14 x?)
(o) =1 . ) .
f0-) — — Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,
07) =~ f(x) no es derivable en x = 0.

Luego, f(x) es derivable en R — {0}.
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LITERATURA Y MATEMATICAS

Accidental

Magnus [17 anos] golpea la cabeza con fuerza contra el edredon. Se
vuelve a repetir esas palabras. Ella. Se. Suicid6. Nada. Las palabras son
inutiles. No significan nada. No sirven para nada. Se destapa la cabeza.
Sigue en la misma habitacion. Estan de vacaciones en Norfolk. ;Habra
oscurecido ya? Qué mas da. Catherine Masson. Repite el nombre para
si. Catherine Masson Catherine Masson Catherine Masson. No importa
no importa no importa. Era feliz, generosa, muy querida. Sus amigos
la querian. Vuelve a meter la cabeza debajo del edredon. Era inteligente.
Era educada. Pertenecia a la Asociacion de Gemologia. En la Asociacion
de Gemologia pulian piedras y hacian cosas con ellas, como joyas o
gemelos. Seguro que guardaba las cosas que hacia en el tocador de su
dormitorio. Se la imagina, delante del ordenador en su habitacién. Es
una habitacion de chica, muy ordenada, limpia. Tiene posters
de cantantes, fotos de personajes de la tele, recortes de caballos y de
cachorros de animales, lobeznos, ositos. Es el momento en que abre
un correo cuyo remitente es Michael Jackson. Hace clic y aparece.
Mira la pantalla. {Ay! No importa. No importa. No importa. La habia
visto una vez en el pasillo. [...] ;Era ella? Si esa chica era ella, se
pasaron casi rozando, pero no se conocian. Ella no sabia quién era él.
Ni él mismo tampoco lo sabia. Tiene suerte ella. De estar muerta. No
puede sentir nada. El tampoco siente nada. Pero no esta muerto. Luego
la noticia corrié por todo el instituto. Una chica de Deans se habia
suicidado en el cuarto de banio de su casa. Su madre o su hermano la
habian encontrado. Oy¢ el rumor en clase de matematicas. Charlie
quiere ampliar la parte de atras de su casa y va a construir una
extension de 18 metros cuadrados de suelo. Quiere utilizar el menor
numero de ladrillos posible, de modo que necesita saber cual es el
perimetro mas pequeno que puede utilizar. Da la expresion del area
en términos de x, y. El calculo es la matematica de los limites,
especialmente en lo referente a los tipos de cambio. Casi hubo una
guerra por quién lo descubrio, si Leibniz o Newton. Leibniz invento el
signo =. Las matematicas = encontrar lo simple en lo complejo,
lo finito en lo infinito. Se sienta en la moqueta, se agarra los pies. [...]
No habra universidad. Ya no es probable que vaya. La universidad le
da risa. El calculo le da risa. Todo es una broma.

ALI SMITH




SOLUCIONARIO

Accidental

Ali Smith
. ) _ Ali Smith

Un joven d§‘17 anos, Magnus, pasa las vacaciones Accidental

con su familia en una ciudad de la costa inglesa.

Siente remordimientos por haber colaborado

en un «juego» que hizo que una compafera

del instituto se suicidase. Durante ese verano conoce

también a una mujer joven, Ambar, con la que vive

una aventura que tendra graves consecuencias.

En la novela hay més referencias a las matematicas,
por ejemplo, una tarde Magnum le dice a Ambar
que el signoigual lo inventd Leibniz. Ella le contesta:

Pero ;como sabes que es verdad?

Bueno, dijo Magnus. Supongamos que lo lei en un libro,
porque no recuerdo exactamente ni cuando ni cémo lo
aprendi, pero supongamos que lo lei en un libro, lo cual
lo hace presumiblemente cierto.

:Por qué lo hace cierto el hecho de estar en un libro?, dijo Ambar.

Porque si estaba en un libro era presumiblemente un libro de texto, dijo Magnus. Y los libros
de texto suelen estar escritos por gente que ha estudiado el tema durante mucho tiempo

y con profundidad suficiente para ensenarselo a gente que sabe mucho menos. Y ademas,

los libros son editados por unos editores que comprueban los hechos antes de publicarlos.

Y suponiendo que no lo aprendiera en un libro, sino que me lo ensenara un profesor,

se podria aplicar el mismo criterio.

Pero ;quieres decir que los profesores son editados por editores que comprueban
los hechos antes de que los enserien? [...]

Ya sabes a qué me refiero, dijo. Venga ya. Déjame. En paz. [...]

No estoy enamorada de ti, le habia dicho Ambar. Asi que no lo olvides. Sencillamente
los hombres de tu edad son apropiados por naturaleza para las mujeres de mi edad:
se trata de elevarnos a la maxima potencia. T eres el exponente variable.

;Habia oido bien? ;Se habia inventado él al oir potencia lo del exponente variable?

:Era una broma tipica de Ambar? Navegando en Internet [...] descubrié que después

de todo no habia sido Leibniz, sino posiblemente un galés llamado Robert Recorde quien
lo habia inventado hacia 1550. El tnico dato biografico relativo a Robert Recorde

que aparecia en la pagina era que habia muerto en prision por deudas.

Resuelve el «problema de Charlie»: Se quiere adosar a una casa una habitacion
rectangular de 18 m?. ;Qué dimensiones debe tener para que su perimetro sea minimo
y utilizar el menor numero de ladrillos posible?

Llamamos x e y a las dimensiones de la habitacion: xy =18 — y = 18 = Px,y)=2x+vy
X

x = —3 Solucién no vélida

X =3

P(X):2x+]8—>P’(X)_2—]§_O—>{
X X

_36
X3
Las dimensiones de la habitacion de Charlie son x = 3 metros, y = 6 metros.

P"(x) — P"(3) > 0 = Minimo
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Aplicaciones de la derivada

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Determina el crecimiento y decrecimiento Y
de esta funcion.

Indica en qué puntos alcanza maximos 144
o minimos relativos y absolutos.

La funcién es decreciente
en (oo, —=2)U(1, 3) U (6, +0) . -
Y es creciente en (—2, 1) U (3, 6).

Tiene un maximo relativo en (1, 2) y en (6, 1). Tiene un minimo relativo en (=2, —2)
yen (3, —1).

A la vista de la funcion, no podemos asegurar que presente maximos ni minimos
absolutos.

002 | Una funcién definida para todos los nimeros reales es decreciente en el intervalo
(—2,5) y creciente en el resto. ;Cuales son los maximos y minimos?

Se alcanzard un maximo en x = —2 y un minimo en x = 5.

003 | Si I/m f(x)—Ly /lm g(x) = +oo, calcula estos limites.

a) lim (f(x)+ g(x)) b) lim (f(x)-g(x) Q) lim (f(x)?*

a) lim (f(x) + g(x)) = +

X—+00

b) lim (F(x)- g(x)) = 4o

X—>+00
400 SiL>1
o lim (f(x)?¥ = jIndeterminacion siL =1
o 0 Si0<L<1
ACTIVIDADES

001 | Decide dénde crecen y decrecen estas funciones.
a) fx)=x>—3x>+x+1

b) g(x) = —*
x<+1

a) Como f(x) es continua en R, estudiamos el crecimiento para todos

los nlimeros reales.
N6 N6

f’(x):3xz—6x+1:O—>x:1—?,X:H—?

.En[ Ve | [y, e

—0, | — —— T+ ? +oo] — f'(x) > 0 — f(x) creciente

.En[] Vo, 6

; 14 ] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
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SOLUCIONARIO

Como g(x) es continua en R, estudiamos el crecimiento para todos
los nimeros reales.
2
’(x)=X—+]:O—>x=j:1
(x* 1)
o En(—o0, = U1, +0) = g'(x) < 0 = g(x) decreciente

« En(=1, 1) = g'(x) > 0 = g(x) creciente

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones, y compruébalo
graficamente.

a) fx)=—x*—2x+5

b) g(x)

a)

=—x+7x°

Como f(x) es continua en R por ser una funcién polindmica, estudiamos
el crecimiento para todos los nimeros reales.

fl(x)==2x—2=0—>x=—1
e En (=00, —=1) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
e En (=1, 400) = f(x) < 0 > f(x) decreciente

Graficamente:
YA

=T
<V

—
T~

et

]

Como g(x) es continua en R por ser una funcion polindmica, estudiamos
el crecimiento para todos los numeros reales.

1

gx)=—14+14x=0—-> x =
14

. En [—oo, i} — g'(x) < 0 — g(x) decreciente

. En [i +oo] — g'(x) > 0 — g(x) creciente

Gréaficamente;
17

|

T ——

—
—
|

e~

O

>V
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Aplicaciones de la derivada

003 | Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y calcula los maximos
y minimos de estas funciones.

x? —1 X
a) f(x)= b) g(x) =
x2 +1 J x> +1
a) f(x)escontinuaenR.
)= —X _ —0x=0
(x> +17°

« En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En (0, +o0) — f(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo, siendo sus coordenadas (0, —1).

b) g(x) escontinuaenR — {—1}.

93
g’(X):M:O%X:Bi
(x* 41 V2
, . . 1 1
Asi, estudiamos el crecimiento en (—oo, —1), [—1, 13/5 ] y [43/2, +00].
f], 3 i
N 2

— g'(x) < 0 — g(x) decreciente

« En (=00, =T U

- En {,3/],+oo
2
1 (s 1T 2 |1
Enx =3 B presenta un maximo, y sus coordenadas son | 3 >3 3 )

004 | Halla las coordenadas de los maximos y minimos de la siguiente funcion:
x*+3

X4

— g'(x) > 0 — g(x) creciente

f(x) =

—x> =12
x° B

Como f(x) es continua en R — {0}, el extremo se encuentra en (—oo, 0).
. En (—00, —%) — '(x) <0 = f(x) decreciente
« En (—% O) — '(x) > 0 = f(x) creciente

fl(x) = 0—x=-—12

En x = —/12 presenta un minimo, y sus coordenadas son [—\3/12,

4;13_2 ]

005 | Halla los maximos y minimos de estas funciones mediante la derivada segunda.

x? —1 x?
a) f(x) = b) g(x) =
) f0 = 9=
_ 2
a) f(x)es continuaen R — {0} con f’(x)zxij_zg:Oex:i\/?
X
2_
F(x) = 2X : 12
X

f”(—\/g >0 x = _\/5 Minimo

f(\/g) <0->x= \E Méaximo
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SOLUCIONARIO

b) g(x) escontinuaenR.

_ 7
g’(x)=M=O—>x=O,x=—1,x=1
(x®+2)
o7 — 20X =100 48
(x° +2)

g"(0)=§=1>OAX:OM|’nimo

g"(—=1) = W <0 —> x =—1Maximo
~20-100+8

<0 — x = 1Méaximo

!/(1)
J 27

Utiliza la derivada segunda para determinar los méximos y minimos de la siguiente

funcién:
xX+3

f(x)= ———
x3 + x? —6x
f(x) es continuaen R — {=3, 0, 2}.

—2x*> —10x* —6x +18 —2X+ 2

(X% 4 x* —6x)’ X" —4x3 + 4x7
(X4_4X3+4X2)2 X4(X—2)2(X+3)2 X3(X_2)(X+3)2

f"(1) < 0 = x = 1 Maximo

Decide dénde son cdncavas y donde son convexas estas funciones.

XS

x2 41

a) fX)=7—x>—x+2 b) g(x) =

a) Como f(x) es continua en R, estudiamos la concavidad para todos
los nimeros reales.

Fiix) =21x* = 2x —1
1

f”(X):42X—2:O—)Xzi:_
42 21

. En [—oo, %] — f"(x) < 0 = f(x) convexa

. En [% —|-oo] — f"(x) > 0 — f(x) concava

b) Como g(x) es continua en R, estudiamos la concavidad para todos
los nimeros reales.

(xX) = x* 4+ 3x?
(x> +17°
93
”(X):—ZX + 6x :O—>—X3+3x:0—>X:O,X:—\/§,X:\/§
(x> +1°
- En (—°°: —\/§> U <0, \/§> — g'(x) >0 — g(x) céncava

« En (—\/g 0) U (\E -I-OO) —g'(x) < 0= g(x) convexa
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Aplicaciones de la derivada

008 | Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones,
y comprueba el resultado graficamente.

a) fx)=—x*—x+4 b) g(x) = —x — 5x?

a) f(x) es continua en R, por tanto, estudiamos la concavidad para todos
los nimeros reales.

f'(x) = —2x —1
f"(x) = =2 < 0 — f(x) convexa
Graficamente:

E

b) g(x) es continua en R, por tanto, estudiamos la concavidad para todos
los nUmeros reales.

g'(x)=—-1—10x
g"(x) =—10 < 0 — g(x) convexa
Gréficamente:

!

009 | Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de estas funciones, y a partir
de ellos, determina los puntos de inflexion.

a) f(x) = x3+ 3x?
X —1
b) g(x) = ——
7 x> +7x
a) f(x)escontinuaenR.
fi(x) = 3x? 4+ 6x
f'iX)=6x+6=0— x=—1
o En(—o0, —1) = f"(x) < 0 = f(x) convexa
o En (=1, 400) = f"(x) > 0 — f(x) cOncava

Asi,en x = —1se alcanza un punto de inflexién.
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SOLUCIONARIO

b) Como el dominio de g(x) es R — {—7, 0}, estudiamos la concavidad
en (—oo, —7),(=7,0),(0,7) y (7, 4).

9'0x) = X4 2x+7
(x* 4+ 7x)
., 2x3 —6x? —42x — 98
g9"(x) = Y =0-o>x=7

+ En(—o0, =7)U (0, 7) = g"(x) < 0 = g(x) convexa
« En(=7,0)U (7, 42) = g"(x) > 0 — g(x) cOncava
Hay un punto de inflexion en x = 7.

Estudia los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién
de las siguientes funciones.
—x*+2

X2

a) f(x)=4x>—8x+7 b) g(x)=

a) f'(x)=12x" -8
ffix)=24x=0—->x=0
f"(x) =24 — £"(0) = 0 = x = 0 Punto de inflexion
o En(—o0, 0) — "(x) < 0 — f(x) convexa
« En (0, +90) — "(x) > 0 — f(x) concava

, —x’—4
b) g'(x) = ——F—
X
" 12 ! ., - .
g"(x) = —-> 0 — No hay puntos de inflexion y la funcion es concava
X

en (—oo, 0) U (0 +0), ya que 0 no esta en el dominio.

Calcula los puntos de inflexién de las siguientes funciones mediante la derivada tercera.

x? —1 X
a) f(x) = b) g(x) = —
2x° I x? =7
2
a) f'(x):X—"'E3
2x*
2 pu—
Frlx) = = - 6 =0 x=—J6,x=+6
X
" _3X2 + 30
o0 =—"3—
(e ) = 0, F(J6)=0—=Enx=—J6 yenx = J6 presenta puntos
de inflexion.
X +7
b) g'(x) = —=
I (x> =7y
—_— 3 p—
”(X):M:O—)X:O
(x> =7y
4 2
g"(x) = OX_ - 252X + 294 — g"(0) = 0 = En x = 0 presenta un punto

(x*=7)*
de inflexion.
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012 | Halla los maximos, minimos o puntos de inflexién de estas funciones.
a) f(x) = —4x° b) g(x) =3x’

a) f(X)==-24x>=0—->x=0
f'(x)=—120x* =0 — x =0
f"(x) = —480x*> — f"(0) =0
fY(x) = —1440x*> — fY(0) =0
f(x) = —2880x — f(0) =0
f(x) = —2.880 =0
La primera derivada no nula tiene orden pary f(0) < 0— En x = 0 alcanza
un maximo.
b) g'(x)=21x*=0—->x=0
g"(x)=126x>=0— x=0

g"(x) = 630x* = ¢g"(0) =0

gV (x) = 2520x*> = g"(0) =0
gv’(x)_756OX —g"(0)=0
9" (x) =15.120x = ¢"(0) =0

9" (x) = 15120 = 0

El orden de la primera derivada no nula es impar, por lo que en x = 0 presenta
un punto de inflexion.

013 | Si el nimero de visitantes a un museo se obtiene mediante f(x) = 3300)(2 , siendo x
X+
la hora desde su apertura, jcuando recibe mayor niumero de visitantes?
Debemos maximizar esta funcion: f(x) = 300X
P )
_ 3
fla) = 000X +600 g o
(x> +2)
5 2
f"(x) = 1.800x” — 7.200x — (1) < 0 = En x = Talcanza un maximo.
(X3 + 2)3

Asf, el mayor nimero de visitantes lo recibe cuando pasa una hora desde su apertura.

014 | Halla el nUmero real x que minimiza esta funcion.
Dx)=(@—x?+b—x"+(c—x? abceR

D'(x) =—=2(a—x)—2(b—x)—2(c — x)
D'(x)==-2a+2x—-2b+2x—-2c+2x=6x—-2a+b+¢c)=0

2a+b+c) a+b+c
- X = =

6 3
D'"x)=6>0—Enx = (H_ZH € R alcanza un minimo.

015 | La capacidad de concentracién de una saltadora de altura, en una competicion
de atletismo de tres horas de duracién, viene dada por la funcién:
f(t) =300t(3 — t)
donde t mide el tiempo en horas. ;Cudl es el mejor momento, en términos de
su capacidad de concentracion, para que la saltadora pueda batir su propia marca?



SOLUCIONARIO

3
2
f'it)y = —-600 <0 = Ent = ; alcanza un maximo.

f(t)=900—-600t =0 >t =

Asi, el mejor momento para que la saltadora pueda batir su propia marca
es cuando lleva 1 hora y media.

016 | Halla dos niumeros reales positivos, sabiendo que su suma es 10 y que el producto
de sus cuadrados es maximo.

Sillamamos x e y a los dos numeros reales positivos, se cumple que: x + y = 10
Debemos maximizar la funcion:

P(x, y) = x’y* = P(x) = x*(10 — x)* = x*(100 + x* — 20x) = 100x? + x* — 20x°
P'(x)=200x4+4x> —60x*=0—>x=0,x=5x=10

Veamos cudl es el nimero que maximiza la funcion P(x).

P"(x) = 200 + 12x* — 120x

P"(0) = 200 > 0 — En x = 0 alcanza un minimo.

P"(5) = —100 < 0 = En x = 5 alcanza un maximo.

P"(10) = 200 > 0 — En x = 10 alcanza un minimo.

Los dos nimeros que buscamos son x =5e y = 5.

017 | De todos los prismas rectos de base cuadrada y tales que el perimetro de una cara
lateral es de 30 cm, halla las dimensiones del que tiene volumen maximo.

Llamamos x a la longitud de la arista de la base e y a la altura del prisma.
Como el perimetro de una cara lateral es de 30 cm, se cumple que:
2X+2y=30>x+y=15>y=15—-x

La funcion que debemos optimizar es: V(x) = x*(15 — x) = 15x* — x°
V(x)=30x=3x>=0—>x=0,x=10

V'(x)=30—6x > V"(0) > 0,V"(10) < 0 — El maximo se alcanza en x = 10.
Las dimensiones del prisma recto de base cuadrada son:

Arista de la base: 10 cm

Altura: 5cm

018 | Determina el punto de la grafica de la funcién que a cada nimero le hace corresponder
su doble y cuya distancia al punto (6, 3) es minima. ;Cual es esa distancia?

La funcién que a cada numero le hace corresponder su doble es: y = 2x
Un punto que satisface esta funcion es (x, 2x) y la funciéon que nos da la distancia
desde este punto a (6, 3) es: d(x) = \/(X —6)? 4+ (2x —3)°

Optimizamos la funcion D(x) = d?(x) = (x — 6)* + (2x — 3)*
D'x)=2(x—6)+402x —3)=2x—12+8x—12=10x—-24=0— x=2—4:£
10 5

D"(x)=10>0—Enx = 12 alcanza un minimo.
5

12 24
Asi, la distancia al punto (6, 3) serd minima en el punto [5, 5],
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019 | Entre todos los rectangulos de area 3 m? encuentra las dimensiones del que tiene
minimo el producto de sus diagonales.

Sean x e y las dimensiones del rectdngulo de modo que: xy = 3

La funcién a optimizar viene dada por:

2
d-d=d? —>P(X,y):x2+y2—>P(X):x2—|—[3] :x2+i2
X X
P'(X):2x—g:O—>2x4—1820%)(:—\/5,)(:\/5
X
Como la solucién negativa no es valida, tenemos que:
4
P"(x) =2+ 5—4 S p(V3) >0 s Eneste punto se alcanza un minimo.
X

Las dimensiones son x = \/g y = \/3> = \/5 por tanto, se trata de un cuadrado
3
de lado \/3 metros.

020 | Unjardinero dispone de 160 metros de alambre que va a utilizar para cercar
una zona rectangular y dividirla en tres partes, colocando las alambradas
de las divisiones paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Qué dimensiones
debe tener la zona cercada para que el drea sea la mayor posible?

Llamamos x e y a las dimensiones de la zona
rectangular, y consideramos que las divisiones son
paralelas a los lados de medida x. Para dividir la zona
rectangular en tres partes necesitamos dos divisiones,
por lo que se debe cumplir que: y

4x +2y =160 = 2x +y =80 = y = 80 — 2x

Debemos optimizar la funcidon que nos da el area, es decir:
Alx, y) = xy — Alx) = x(80 — 2x) = 80x — 2x’
AxX)=80—-4x=0—->x=20

A"(x) = —4 < 0 — En x = 20 alcanza un maximo.

Asi, las dimensiones de la zona rectangular deben ser x = 20 metros
e y = 40 metros.

021 | Razona si la funcion f(x) = e~ cumple las condiciones del teorema de Rolle
en el intervalo [—1, 1]. Si es asi, determina el valor del punto c tal que su derivada
se anula.

fes una funcion continua en [—1, 1]y derivable en (—1, 1).

f)=1="7f(-1)
Por tanto, aplicando el teorema de Rolle, existe c € (—1, 1) tal que:
flc)=0—>2c-e“"'=0>52c=0—>c=0

022 | Comprueba si f(x) = 3 cos? x verifica las condiciones del teorema de Rolle

™ 37
- =

en el intervalo . ;Para qué valor de ¢ se cumple que f'(c) = 0?
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., . T 3
fes una funcion continua en |—, 7

3
f'(x) = —6 cos x sen x = —3 sen 2x — fes derivable en [; ;]

Ademés: f[“} —0, f[%] =0
2 2
Por el teorema de Rolle existe ¢ € % 3;} tal que:

fl()=0— —3sen2c=0—-sen2c=0—>c=7€

_—, —

2 2

o 37:]

023 | Razona si la funcion f(x) = 7x* — x> — 4x cumple las condiciones del teorema
del valor medio en el intervalo [0, 2].

fes una funcion polindmica — Es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2). Por tanto,
si se cumplen las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [0, 2].

024 | Razona si f(x) = cos® x cumple las condiciones del teorema del valor medio
en el intervalo [0, «]. Si es asi, halla la derivada que resulta.

fes una funcién continua en [0, .
f'(x) = —2 cos x sen x = —sen 2x, que es derivable en (0, ).

Por el teorema del valor medio existe ¢ € (0, ©) tal que:

f'(C)zf(m_f(o)%—senZC:]_1:O—>2C:O—|—/ﬂx—>c:kzTY

m—0 T
conk=0,1,2,3, ... Comoce(O,Tr),setienequeC:g.

025 | Razonasif(x) = x> — xy g(x) = In x cumplen las condiciones del teorema del valor
medio generalizado en el intervalo [1, 3]. En ese caso, ;cuanto vale ¢?

fy g son dos funciones continuas en [1, 3] y derivables en (1, 3),
cong()=In1=0=1In3=¢g(3).

Como se cumplen las condiciones del teorema del valor medio generalizado

existe ¢ € (1, 3) tal que: flo _ f3)—f

g'c) gi3)—90)

f'(x) =2x —1 f(=0 f(3) =
, 1
g'(x)=— g()=0 g3)=1In3
X
ASI',2C_]= 6-0 —>c(2c—1):i—>C:i+i/1+ﬁ:1,92
1 In3-0 In 3 4 4 In 3
C

026 | Comprueba si las funciones f(x) = x* y g(x) = x? verifican las condiciones del teorema
del valor medio generalizado en el intervalo [—1, 11.

fy g son dos funciones continuas en [—1, 1] y derivables en (—1, 1) por ser
polinémicas. Ademas, g(1) = 1= —1= g(—1) con lo cual, si se cumplen
las condiciones del teorema del valor medio generalizado.
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027 | Calcula estos limites.

3 _ . ox2 =1
a) fim 21X b) fim—2 =X 9 fim = d) fim 9%
x=0 4x x—0 ,X+9 -3 nx x>0
. senx 0  LHopital . senx . COS X 1
a) lim - — lim = lim = —
x—0 4X O x—0 4X x—0 4 4
P — LHopital S 21 —1
b) fm—2 X 9 P m ==X _m 3x =
x—0 X+9—3 0 x—0 ,X+9*3 x—0 1 i
2 x+9 6
’— LHopital -
9 imX =l e, Xl X 2y
x—1 |ﬂ X O x—1 |n X x—1 i 1
X
UHoépital 1 2 1
d) lim TQX_>Q O o im tgx://m g Xy
x—0 X O x—0 b% x—0 ] ]

028 | Halla los siguientes limites.

4x5 —4x>
a) Iimu c lim
X2 —x? 41 x=0 sen x
. e —¢ef . 2_9x+14
b) lim— d) lim X X+
x=0 3 sen x x=>7 |n (x2 —6x —6)
4x° — 4x? 0 LHopital 20x* —8 12
a) //'mix X - — opita lim X X_ 12 —6
1= x? 0 ol 2x -2
e = 0 LHopital . o—ef = -2
b) lim 2 O i —
x>0 3sen x 0 =0 3 cos x 3
) 0  LHopital , 1
c) lim X - — opita lim =1
x>0 sen x 0 x=0 cos x
2
-9 14 0
d) lim X X+ - —
=7 |n (x? —6Xx — 6) 0
'Hopital — — 2 _6x—
opita im 2x—9 _ i 2x —9)(x* —6x —6) :i
x=7 2X—6 x=7 2X—6 8
X2 —6x—6
029 | Halla los siguientes limites.
a) lim Inx b) lim o lim
X—=+400 x>+ |n x X—>+00 D3
o n LHopital o ]
a) //m—XeE& //mﬁz//m—:o
X—+o00 )% o X—>+00 ] X—>+00 X
X L'Hopital X
b) lim 2P i £ i xet = 4o
X—+o00 |ﬁ X 00 X—>+00 ‘]/X X—>+00
) e o LHopital ) e
o lim — —— > |m
X—+oo 2X3 00 X—+o0 6X2
. e o |'Hoépital . e o ['Hopital et
im - — —— |m - — ——— |im =+
X—+o0 6X2 00 x—=+0 1) x 00 x>+ 1)
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Calcula estos limites.

a) fim|—— —_2 b) fim XX 9 lim (xIn x)
x—0 4X xe" X —>+00 3X x—0
) 1
a) //m[—— ]—)w—oo
x=0{ 4 xe*
X _ LHopital X
L Ny NS N N
*=>0 4xe” ed 20 4o £ 4xe* 20414 x) 4
R
o) i X+ Xx+1 _)2 'Hopital ) 20 x+1 :1+O:i
X—>+oo 3X 0 X—+o0 3 3 3
Q) /imo(x InNx) = 0-00
Hopital
m X, ool — lim(=x) =0
x>0 0 x=0 1 /x? x—0
X
Halla estos limites. s
2) lim (tg x)" b) lim [1 L i]
x—0 X—>+x X

a)

/imo(tg x)" = 0°
In (//rrz)(tgx)x) = /irr(’)(x In(tgx)) =0 -
1

_In(tg x . tgx costx . —x? 0
lim £ = lim 9 = lim - —
x—0 'I x—0 _'I x—0 Z"gX . COSZ )% O
X X2
L'Hopital —2X ) —2X
i lim = Im =0
=0 ) x>0 1—21tg x cos x sen x
—— - C0s X —1g x -2 cos x sen x
Cos* x

In (/irrg)(tg x)X) =0 lm(tgx)" =e” =1

x—0

X—+o0 X

3 4x-=5
lim [H——] - 1%

4x-5
In[/im [H—i] ]: /im(4x—5)|n[1+i]—>oo-o
X—+00 X X—>+0o0 X

=3
2
Inb+§J | (R )
im X %9 L'Hopital im X — m —3x(4x —5) 1
X—>+00 1 0 X—+00 4 Xt _A(x + 3))(2
4x =5 (4x —5)?

4x+5 4x=5
In[/i [H—i] ]:12—> li [1+i] = e
X—>+o00 X X—>+o00 X
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Aplicaciones de la derivada

032 | Calcula los siguientes limites.

a) lim Yx*>+2 b) X/LTOC

X —+00

[X+3]3X+1
x—=2

1
a) Iim Ix*4+2 = lim (x> +2)x — oo

X—+o0 X—+o0

1
In[ lim (x2+2)XJ: lim i|r1(>(2—i—2)ao-oo

X—>+00 X—>+00 X

In(x* + 2 L'Hopital _ 2
//m M N E opita /Im X — O
X—+00 X o0 X—+o0 X2 + Y

1
In[//'m (x2+2)X]:O+ im Ix*+2 =€’ =1

X—+o0 X—+o0

b) Iim

X—>+00

[X+3]3X+1 .
—1
X—2

33x+1 3
In[//‘m[x+ ] ]: //‘m(3x+1)|n[x+ ]—)oo-O

X—>+00 X—2 X—+o0 X—2
[x+3]
In
. X —2 0
im — - —
X—+o0 'I O
3 1
ot x=2 =5
'Hopital . X+3 (x—2)? ) 5(3x —1)2
lim = m —" 7 =
X—>+00 _3 X—+00 3 (X + 3)()( _ 2)
(3x —1)?
3x+1 3x+1
In[//m[x+3J ]:15% //'m[ +3] =e"
X—+o00 X*2 X—+00 X*2

033 | Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos
y minimos, de las siguientes funciones polinémicas.

a) f(x) = x3(x + 1) d) i(x) = |x* —2]
b) g(x) = 3x® —7x +2 e) j(x) =|—x*+6x —9|
o h(x) = —x*+3x? —2x

a) f’(X)ZZX(X+1)+X2:3x2+2x:0—>x:0,x:_32

« En [—oo, _;J U (0, 4+00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

. Fn [_2 0] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
3

Por tanto, f(x) alcanza un maximo en x = — y un minimo en x = 0.
3
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SOLUCIONARIO

b) g(x)=9x’ —-7=0— x = 37 X =

NanG

« En [_oo, T 7 +oo] — g'(x) > 0 — g(x) creciente

o2

3

U

3 ] — g'(x) < 0 - g(x) decreciente

7 N

Asi, g(x) alcanza un maximo en x = —— y un minimo en x =
3 3

—1-V3 1443

A WxX)=—4x+6x—2=0-ox=1x= X

2 2
—1—\E]U[—1J;\/§

« En [—oo,
2

. En[—]—\/g —1+43

, 1] — h'(x) > 0 — h(x) creciente

U (1, +0) = h'(x) < 0 — h(x) decreciente

1

2 2

. —1 3 o
Asi,en x = ——— yen x = 1 alcanza dos maximos
2

1443 N
y en x = T, un Mminimo.

X° =2 six>’=2>0
2—x? six?=2<0

z{xz—z sixE(—OO,—\/z)U(\E,-l-OO)
2—x? sixe(—\/z \/5)

) = [2)( §i x € (—o, —\2) U (\/5 +oo)

d) /(X)=|X2—2|={

—2X sixe(—\/E, \/5>
Asii'(x) =0 — x = 0, asi, los intervalos en los que debemos estudiar

el crecimiento y decrecimiento son: (—00, —\/5) (—\/5 O), (O, \/5) (\/E +.00>

+ En <—\/5 O) U (\/5 +00) —i'(x) >0 —i(x) creciente
- En <—OO, — \/E) U (O, \/5) —i'(x) < 0 = i(x) decreciente
La funcioén i(x) alcanza un maximo en x = 0 y dos minimos
enx = —\/3 y X = \/5

e) j(x)=|—x*+6x—9|=|-(x =37 =|(x = 3| = (x = 3
jx)=2(x—3)=0—>x=3
« En(—o0, 3) = j'(x) <0 —j(x) decreciente
« En(3, +00) = j'(x) > 0 — j(x) creciente

Asi, en x = 3 alcanza un minimo.
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Aplicaciones de la derivada

034 | Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos
de las funciones racionales.

a) f(x):ﬂ d h( )_M e) j(x)= 1
x—1 X X —2
40 —5x . X x3
b =——" d) i(x) = f) k(x)=—
) 9t 10 —x x*+2 ) x*—3

a) fescontinuaenR — {1}.
2 _ JE—
Flx) = X°—2x :O—)«{X_O
(x =1 X=2
« En(—o0, 0)U (2, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
« En (0, HU(1, 2) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

En x = 0 alcanza un méximo y en x = 2, un minimo.

b) ges continuaenR — {10}.

g'(x)= -0 < 0 — g(x) decreciente en todo su dominio
(10 — x)?

c¢) hescontinuaenR — {0}.

o)
2

Mﬂ=7x_220%x:—J;X:J?
X 7 7

2 4/5 +00] — h'(x) > 0 = h(x) creciente

. En[ w, —,[—
2 , )
0, 4/7 ] — h'(x) < 0 = h(x) decreciente

U

U

7
|2
« En {— —.,0
7
, 2 , 2 .
Asi,en x = — 7 alcanza un méaximoyen x = 7 , un minimo.

d) iescontinuaenR.

i’(x):ﬂ_O%x——\/E x =12

(x> +2)
'E”(— —\/7) (\/7 +oo)_>, ) < 0 — i(x) decreciente
(\/7\/_)—>/ ) > 0 — i(x) creciente

Asi,en x =2 alcanza un maximoy en x = —/2 un minimo.

e) jescontinuaenR — {2}.

j'(x) = ( _]2 - <0 — j(x) decreciente en todo su dominio
X J—
f) kescontinuaenR — {—\/E \/E}
4 2
k’(x):ﬁ:O%x:O,x:—&X:B
(x* —=3)?
o En(—0o0, —3)U (3, +) = k'(x) < 0 — k(x) decreciente

(—
( 3, ) <\/70> <O \/7> (\/7 3)—>k’ ) >0 — k(x) creciente

En x = —3 alcanza un minimo y en x = 3, un maximo.



SOLUCIONARIO

035 | Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos
y minimos, de estas funciones exponenciales.

a) f(x) = 3x%" b) g(x) = (x + 3)e* Q) h(x)=6xe™™
Las tres funciones son continuas en R.
a) fx)=e(6x+3x)=0—->x=-2,x=0
« En (=00, =2) U (0, 400) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—2,0) = f(x) < 0 = f(x) decreciente
En x = —2 alcanza un maximo y en x = 0, un minimo.
b) gx)=e(x+4)=0—>x=—4
« En(—o0, —4) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(—4, +0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente
En x = —4 alcanza un minimo.
o hix)=e X (6—-6x)=0—> x=1
« En(—o0, 1) = h'(x) > 0 = h(x) creciente
« En(1, +o0) > h'(x) < 0 — h(x) decreciente
En x = Talcanza un méximo.

036 | Estudia el crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de las siguientes
funciones logaritmicas.

In x
2

a) f(x)= 1 +In x b) g(x) = 0 h(x)=xIn Jx

X X

a) Eldominio de fes (0, +o0) y es continua en todo el dominio.

—1 1
f'(x) = —+—
X X X
« En(0, 1) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
e En (1, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

En x = 1alcanza un minimo.

1
_ X =0 x=]

b) El dominio de ges (0, +)y es continua en todo el dominio.

g'(x):m:O%X:\/;

X3

- En (O, \/;> — g'(x) > 0 — g(x) creciente
- En (\/g +OO> — g'(x) <0 — g(x) decreciente
En x = e alcanza un méximo.

c) Eldominiode hes (0, +0) y es continua en todo el dominio.

h'(x)zin(&)+;=o_>X:1
e

- En [O, ]] — h'(x) < 0 = h(x) decreciente
e

. En [1, _|_oo] — h'(x) > 0 = h(x) creciente
e

1 .
En x = — alcanza un minimo.
e
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Aplicaciones de la derivada

037 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de estas funciones trigonométricas, y decide
si alcanzan maximos o minimos en algun punto.

a) f(x) =2 cos [x + ;] b) g(x) = x —sen x Q) h(x)=arctg x

a) fescontinuaenR.

2

Estudiamos el crecimiento en (—, ) ya que las funciones seno y coseno
son periddicas de periodo 2.

f’(x):—2sen[x+T;]:—ZCOS)(:O—))(:j:1T

. En [—Tr, _;] U [; ’TY] — f(x) > 0 — f(x) creciente

« En [_27‘ Z] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

Sl £ T . T
La funcién tiene un maximo en x = — yunminimo en x = —.
2 2

Por ser una funcion periddica de periodo 27, podemos extender el resultado
a toda la recta real repitiéndose indefinidamente intervalos de crecimiento
y decrecimiento, maximos y minimos.

b) gescontinuaenR.
gx)=1—cosx=0—->cosx=1—->x=0
Estudiamos el crecimiento en (—m, ) ya que g'(x) es periddica de periodo 2.
g'(x) > 0en(—m, 0)U (0, ®) — g(x) creciente — No tiene extremos relativos.
Extendiendo el resultado a toda la recta real, g no tiene extremos relativos.

c) hescontinuaen R.
1

T+ x2

h'(x) = > 0 = h(x) creciente en R — No tiene extremos relativos.

038 | Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién:
f(x) = x%e™*
Como consecuencia calcular los maximos y los minimos locales de f.

fes continua en R.

Fix)=4xe™ —x*e ™ =e4x* —x) =024 —-x"=0->x=0,x=4
« En(—o00, 0) U (4, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En(0,4) > f'(x) > 0 — f(x) creciente

Asi,en x = 0 alcanza un minimoy en x = 4, un maximo.

039 | Determina los maximos y minimos de estas funciones utilizando la derivada segunda.

3 (X_1)2 2
a) y=x>—24x—6 Qy=——- el y=Ih(x*+1)
x- 41
2
b) y = 8x + 6x* —x* d)y:x—i_4 f) y = (x*+ 4)e”
X
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SOLUCIONARIO

a) y’=3x2—24=0—>x2=8+x:i\/§
y"=6x
y”(\/g) >0 — En x = /8 alcanza un minimo.
y”(—\/§> <0 — En x = —J/8 alcanza un maximo.

b) ¥V =8+12x—4x’=0—>x=—1,x=2

y"'=12-12x’
y"(2) < 0 — En x = 2 alcanza un maximo.
y'(=1)=0
y"(x)=—=24x = y"(=1) = 0 — En x = 0 alcanza un punto de inflexion.
c) y':ZXZ—_2:O—>x:j:1
(x* +177
. =X 4 12x
O+
y"(1) > 0 = En x = Talcanza un minimo.
y"(—=1) < 0 — En x = —Talcanza un maximo.
d) y' = XZX:4 — 0 x =42
. 8
=

y"(—=2) < 0 — En x = =2 alcanza un maximo.
y"(2) > 0 — En x = 2 alcanza un minimo.

2
e) y = X —0-x=0
x2 41
—2x* 42
":X—+—>y”(0)=2>O—>Enx=0a|canzaunm|’nimo.
(x* 417

f) y'= (x> + 2x + 4)e* = 0 — No tiene extremos relativos.

Dada g(x) = ax* + bx + ¢, calcula los valores de g, b y ¢ para que g(x) tenga
en el punto (1, —1) un minimo relativo y la recta tangente a la gréfica
de g(x), en x =0, sea paralela a la recta y = 4x.

(Galicia. Junio 2007. Bloque 3. Opcion 1)

g'(x) =4ax’ +b
(1, —1) pertenece alagrifica > g() = —1—>a+b+c=—1
(1,=1)esunminimo—>g'(l)=4a+b=0

Ademas, g'(0) = 4 — b = 4 por ser la gréfica de g(x) en x = 0 paralela
alarectay = 4x.

a+b+c=-1 a=-1
Resolvemos el sistema de ecuaciones: 4a 4+ b =0 —>ib=4
b=4 c=-4
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Aplicaciones de la derivada

041 | Lafuncion derivada de cierta funcion continua f: R — R es una funcién definida
a trozos formada por las semirrectas del dibujo.

a) Diga sif(x) es derivable en todos

los puntos de Ry por qué. YA
b) Estudie el crecimiento

y el decrecimiento de f(x). 1
¢) Encuentre si f(x) tiene

algun extremo relativo

JE

y, si es asi, para qué valor
de xy de qué tipo.

d) Sabiendo que f(0) =1,
calcule el valor de f(1).

a) No es derivable en x = 1ya que las derivadas laterales son diferentes.

b) fes creciente en (—oo, 1) U (1, 2) ya que la derivada es positiva. Es decreciente
en (2, +o) pues, la derivada es negativa.

C) En x = 2 lafuncion tiene un maximo ya que la derivada se anula y la funcién
pasa de ser creciente a ser decreciente.

d) En(—oo, 1) la derivada vale 1, asi la funcion serad de la forma f(x) = x + k
con k constante.
f(0) =1— k =1.Como lafuncion es continua, f(1) = 1+ 1= 2.

042 | Se considera la funcién: ,
f(x) = ae* ™ a>0

Calcula los parametros a, b y ¢ sabiendo que la funcién tiene un minimo relativo
enel punto (1,a) y f(0) = 1.

f(x) = aex2+bx+c

F(x) = (2x + b)ae* 0+

(1,a) esun minimo — f(1) = a y (1) = 0.

Asi,ae"t?t =g s ettt =15 " =6 514 btc=0>b+c=—1
2+ b)ae""" =0 — 2+ b =0 — b= —2,asf sustituyendo en la condiciéon
de arriba tenemos que ¢ = 1.

1
Porotraparte, f(0)=1—>age* =1—>¢e " =— >Se=——>a=—
1 a a e
Asiba=—,b=-2,c=1.
e

043 | Sea f(x) = x*+ mx (donde m es un parametro real). Hallar el valor del parametro m

para que f(x) tenga un minimo relativo en x = —i.
4
f'(x) = 2x +m. Como f tiene un minimo en x = —— se cumple que:
7"[_3]:04_‘%—i—m:O—>m:3
4 2 2
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044 | Comprueba que la derivada en el punto x = —1 de la funcién f(x) = (x + 1)* es nula

045

046 | Demuestra que la gréfica de la funcion y = 2x° + x? + x —1 corta al eje de abscisas

047

SOLUCIONARIO

y, sin embargo, no tiene un extremo relativo.
(Contradice esto algun teorema?

f'(x) = 3(x +1)* = f(=1) = 0, sin embargo, f'(x) > 0 para todo valor real de x,

por tanto, f es siempre creciente y no puede tener ningun extremo relativo
enx =—1.

Esto no contradice el teorema: «Si una funcién es derivable en un punto y tiene

en él un extremo, entonces la derivada es cero», ya que el reciproco no tiene
por qué ser cierto, es decir, si la derivada en un punto es cero, no tenemos
garantizado que la funcion en ese punto tenga un extremo.

Comprueba que la siguiente funcién tiene un extremo relativo en el punto x =0
y su derivada en ese punto no es nula.

;Contradice esto algun teorema?
1 .

— six=0
2

—1 six=0

Como fes positivaen R — {0} y vale —1 en x = 0 — En este punto alcanza
un minimo. Por otra parte, fno es derivable en x = 0.

Esto no contradice el teorema enunciado en el gjercicio anterior ya que al no ser

la funcion derivable, no podemos aplicar el teorema.

en un solo punto.

f(x) = 2x° + x* + x — Tes continua en R.

f(0) = —1< 0y f(1) =3 >0 — Porel teorema de Bolzano, la funcion corta al eje

de abscisas en un punto de este intervalo.

fes derivable en (0, 1) con f'(x) = 6x” + 2x + 1y ademas f'(x) > 0 para todo x real

por lo que f es siempre creciente.
Asi, el Unico punto de corte con el eje de abscisas esta en el intervalo (0, 1).

Determina los intervalos de concavidad y de convexidad, asi como los puntos
de inflexidn, de las siguientes funciones.

a) y=x>—3x>+2x+4 d) y x> —8
b) y=x*+2x* -3

X2 e) y=+vJ9+x*

x? —1 f)y: x2 —4

Qy=

a) Lafuncion es continua en R.
y'=3x"—6x+2=0
y'=6x—6=0—>x=1
« En(—o0, 1) = y" < 0 — Funcion convexa
« En(1, 400) = y” > 0 — Funciéon céncava
Asi, en x = 1alcanza un punto de inflexién.
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Aplicaciones de la derivada

b) Lafuncion es continua en R.
y'=4x> + 6x°
V' '=12x"+12x=0—>x=0,x = —1
« En(—o0, = 1)U (0, +%) — y" > 0 — Funcién céncava
« En(=1,0) > y" < 0 — Funciéon convexa

Asf,en x = —1y x = 0 alcanza puntos de inflexion.

c) LafunciénescontinuaenR —{—1,1}.

. —2X
ST e

"= ﬂ = 0 — No tiene puntos de inflexién.

(x> =1

Asi, los intervalos en los que hay que estudiar la curvatura son:
(=00, =), (=1,1), (1, +0)
« En(—o0, =N U (1, +00) = y" > 0 — Funcién concava

« En(=1,1) — y" < 0 — Funcion convexa

d) Lafuncién es continuaen R — {0}.
. X° 416

XS

"

y' = 48 < 0 enR — {0} — Funcion convexa
X

No tiene puntos de inflexion.

e) Lafuncién estd definida en R.
, X

[y —
VI + x?

) 9 e
y"' = > 0en R — Funcion concava

9+ xH)V9+ x2

No tiene puntos de inflexion.

f) Esta funcidon esta definida en (—oo, —2) U (2, 4-0).
, X
y g
x> —4

" _4 . .,
y'= < 0 en todo su dominio — Funcidn convexa

(x? —4)Nx —4

No tiene puntos de inflexion.

048 | Estudia en qué intervalos estas funciones son concavas y en cuales son convexas.
Calcula también los puntos de inflexién que tenga cada una de ellas.

a) y = (x —3)e* d) y =1In(x* —x)
In x x?
b) y=—-— e y=
Y 2x 2"

C) y = cos x —cos 2x
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SOLUCIONARIO

a) Lafuncién es continua en R.
y' = (x—2)e* y'=x=-Ne"=0->x=1
« En (=00, 1) = y" < 0 — Funcion convexa
« En(1, +0) — y" > 0 — Funcion concava

En x = Talcanza un punto de inflexion.

b) Lafuncion es continua en (0, +o0).

, _1—=Inx
2x?
21nx — 2
)/”=L3=0—>Inx=i—>x=e2 — x=+e’
2x° 2

« En <O, \e? ) — y" < 0 — Funcién convexa
- En (\/ e, +OO) — y" >0 — Funcién céncava
En x = v e® alcanza un punto de inflexion.

¢) Lafuncién es continua en R.
y' = —senx + 2 sen 2x
y" = —c0s X + 4 cos 2x = —cos x + 4(cos* x — sen’ x) =

= —0s X + 4(cos* x — 1+ cos* x) = 8 cos* x —cos x —4 =0

Las soluciones aproximadas son:
cosx =0,77 = x = 0,69 4 2kw; x = 5,59 + 2kw con k € R
cos x = —0,65 — x = 2,28+ 2kw; x = 3,79 + 2kn conk € R
Estudiamos la concavidad en (0, 2) ya que la funcion es periddica:
« En(0; 0,69)U(2,28; 3,79) U (5,59; 27) — y" > 0 — Funcion céncava
« En(0,69; 2,28) U(3,79; 5,59) — y" < 0 — Funcion convexa
Por tanto, todos los puntos que anulan y” son puntos de inflexion.

d) Lafuncién esta definida en (—oo, 0) U (1, +0o0).
, 2x —1

x> —x
, o =2X 4 2x = - >
y = ﬁ < 0 en todo su dominio — Funcién convexa
X=X

No tiene puntos de inflexion.

e) Lafuncién es continua en R.

,  2x—x"1In2
2)(
o 2o 4xm2+xln2 2+42
=0 x=—"7—
In 2
[ ] [ 2+ \/7 ] — y" > 0 — Funcién concava
In 2 In 2
2-V2 2442 y
, — y" < 0 — Funcion convexa
In 2 In 2
22 2442 .
Enx = - y X = 0 alcanza dos puntos de inflexion.
n n
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049 | Comprueba que la funcién f(x) = x* tiene nula la derivada segunda
en el punto x = 0y, sin embargo, no tiene un punto de inflexién.

(Contradice esto algun teorema?
f(x)=x" f(x)=4x> f'(x)=12x* = f"(0)=0
En x = 0 no se alcanza un punto de inflexidon porque f"(x) > 0 para todo valor
de x real. Por tanto, f es siempre concava.

Esto no contradice el teorema: «Si una funcién es derivable en un punto

y tiene en él un punto de inflexion, entonces la segunda derivada es ceros,
ya que el reciproco no tiene por qué cumplirse, es decir, si la derivada
segunda en un punto es cero, no tenemos garantizado que en él haya

un punto de inflexion.

050 | Determina los valores de a, b, ¢ € R para que la funcién:
fxX)=x*+ax*+bx+c

pase por el origen de coordenadas, tenga un punto de inflexién en x = —1 y su recta
tangente en x = 1 tenga pendiente 3.

Si pasa por el origen de coordenadas: f(0) =0 —>c=0
f(x)=3x>+2ax + b

Como la recta tangente en x = 1tiene pendiente 3, se cumple que:
fl=3—>342a+b=3->2a+b=0

f'(x) =6x+2a

Como tiene un punto de inflexion en x = —1se cumple que:
f'(-)=0—->—-6+20a=0—->0a=3

Sustituyendo en la condicion anterior: b = —6

051 | Calcula para f(x) = (x + 1)e " los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
los extremos relativos, los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad
y convexidad.

fx)=e*—(x+Ne*=—x"=0—>x=0

Como fes continua en R, estudiamos el crecimiento en (—oe, 0) y en (0, + ).
e En(—o0, 0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(0,400) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

Asi, en x = 0 alcanza un maximo, (0, 1).

'xX)=Kx=1Ne"=0—->x=1

« En(—o0, 1) = f"(x) < 0 - f(x) convexa

« En(1, +00) = f"(x) > 0 — f(x) concava

, ) ., 2
Asi, en x = 1alcanza un punto de inflexidn, cuyas coordenadas son [1, =
e
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SOLUCIONARIO

Hallar los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcién:

2
Flx) = 3x“+x+3
X2 +1
(Madrid. Septiembre 2007. Opcion A. Ejercicio 4)
2
f’(X)zx—HZO—m:ﬂ
(x* 417
3 —
f”(X):M:O_)X:O,X:i\/E
(XZ + ])3
f'(—=1) > 0 — En x = —1alcanza un minimo.
f"(1) < 0 = En x = 1alcanza un méaximo.
F7(x) = 6x" 4+ 36x 6
x>+
f(—\/g) =0 yf’”(\/g) 20—>Enx=—3 y X = J3 alcanza dos puntos
de inflexion.

f"(0) = 0 — En x = 0 alcanza otro punto de inflexion.

Demuestra que la curva de ecuacion y = x* —x*® + x> — x + 1no tiene ninglin
punto de inflexion.

(Baleares. Junio 2006. Opcion A. Cuestion 3)

y'=4x> —3x7 +2x —1
y" =12x> —6x + 2 = 0 no tiene soluciones reales — No tiene puntos de inflexion.

Dada la funcion f(x) = 9x + 6x> — x*, calcula los puntos de inflexiéon de f(x).
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 1. Pregunta B)

"=9+12x —4x°
Y ' =12-12x"=0—->x=—-1,x=1
y"==24x - y"(=0) =0, y"(1) = 0— Enx = —1y x = Talcanza dos puntos
de inflexion. Sus coordenadas son: (—1, —4) y (1, 14).

Sea f: R — R la funcion definida por:
f(x)=2x3+12x*+ax+b
Determina a y b sabiendo que la recta tangente a la grafica de f en su punto
deinflexidon eslarectay =2x + 3.
(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 1)

F(x)=6x*+24x+a
f'ix)=12x+24=0—> x = -2
f"(x) =12 = 0 — En x = —2 alcanza un punto de inflexién.

Como la recta tangente a la gréfica de fen este punto tiene pendiente 2:
f(=2)=2—>24—-484+a=2—>a=26.

El punto de inflexion pertenece a la curvay a la recta tangente por lo que:
f(—2)=—-16+48—-2a+b=-20+0b

43— }—>—20+b:—1—>b:19
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056

057

058

Calcule los valores del parametro a, a = 0, que hacen que las tangentes a la curva
de ecuacion y = ax* + 2ax® —ax + 1512 en los puntos de inflexion sean
perpendiculares.

y'=4ax’ + 6ax’ —a
y'=12ax*+12ax =0 > x>+ x=0—->x=0,x = —1
Como las tangentes en estos puntos deben ser perpendiculares, las pendientes
deben cumplir:

, 1 1 ml

y'(0) = > 0=——7——>—-ad=——>ad=x=l
y'(=1 —4a46a—a a

Se considera la funcion:
fxX)=x>4+ax> +bx+c

donde g, by c son parametros reales.

a) Averiguar los valores de ay b para los que las rectas tangentes a la grafica de f(x)
en los puntos de abscisas x = 2 y x = 4 son paralelas al eje X.

b) Con los valores de ay b hallados anteriormente, obtener el valor de ¢
para el que se cumple que el punto de inflexién de la grafica de f(x) esta
en el eje X.

a) f'(x)=3x*+2ax+0b
Una recta paralela al eje X tiene pendiente nula, por lo que debe cumplirse:
f2Q)=0—>12+4a+b=0
f(4)=0—->48+4+8a+b=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por estas dos condiciones
obtenemos:

a=-9b=24 >5Ff(x)=x>—9x> +24x+¢C

b) f(x)=3x?>—18x + 24
f'"(x)=6x—18=0—>x=3
f"(x) = 6 = 0 — En x = 3 alcanza un punto de inflexion.

Para que el punto de inflexion x = 3 de la gréfica de festé en el eje X, se debe
verificarque: f(3) =0 —27—-81+724+c=0—>c=-18

Demuestra que la curva f(x) = x —2 cos x tiene un punto de inflexién
en el interior del intervalo [0, ] y halla la ecuacién de la recta tangente
ala curva en ese punto.

Haz un dibujo en un entorno del punto hallado.

f'(x) =14+ 2senx

f”(x):2c05)<:0—>x:%en[0,11]
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f"(x) = =2senx — f[%] 0—>Enx= % alcanza un punto de inflexion.

., ™
Ecuacién de larecta tangente en x = —:
2

(R e

Gréfico en un entorno del punto:

<V

~_*

Hallar una funcién polindmica de tercer grado tal que tenga un extremo relativo
en (1, 1) y un punto de inflexion en (0, 3). ¢Es (1, 1) el Unico extremo de la funcién?

Determinar los mdximos y minimos relativos de f.

(Canarias. Junio 2007. Opcion A. Cuestion 1)

La funcion que buscamos tiene la forma f(x) = ax® + bx* + o +d.

Como los puntos (1, 1) y (0, 3) pertenecen a la funcion:
f)=1->a+b+c+d=1

f0)=3—->d=3

Hay un extremo relativo en (1, 1), por tanto: f/(1) = 0
f(x)=3ax’+2bx+c—>3a+2b+c=0

Como hay un punto de inflexion en (0, 3), f"(0) = 0.
f'"(x)=6ax +2b=>2b=0—->b=0

Resolvemos el sistema:

a+t+b+c+d=1 a="1

3a+2b+c=0 N b=0
d=3 c=-3
b=0 d=3

Asi, tenemos que: f(x) = x* — 3x + 3

fx)=3x>-3=0->x=—-1x=1
Por tanto, (1, 1) no es el Unico extremo.
f'(x) = 6x

(1) >0 f'(—=1) <0

Asi,en (1, 1) alcanza un minimo, y en (=1, 5), un maximo.
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060 | Queremos anadir a una casa una nueva habitacion rectangular de 12 m?
de superficie. ;Qué longitud debemos dar a sus paredes para que el perimetro sea
¢
el menor posible y minimizar la cantidad de ladrillos utilizados en esa ampliacion?

. . . 12
Sixeyson las dimensiones tenemos que: xy =12 > y = —
X

Como la nueva habitaciéon va a ser un afadido de la casa, una de sus paredes debe
coincidir, de esa forma no necesitamos ningun ladrillo, puesto que ya estéd construida.

Asi, debemos minimizar: P(x, y) = 2x + y — P(x) = 2x + 12

X
2 —
P’(x):2—£:M:O+x:—\/g,x:\/g
x? x?
Como una longitud no puede ser negativa, tenemos que: x = J6 = y = N6
Comprobamos que en este punto se alcanza un minimo:

, 24
P'(x) ==
X

Las dimensiones de la habitacién son x = V6 me y = 26 m.

- P(\/g) > 0 — Se trata de un minimo.

Se desea delimitar una parcela rectangular, pegada a la pared de una nave.
Si se dispone de 200 m de tela metalica para cercarla, ;cudles son las dimensiones
de la parcela que tiene la mayor superficie?

Llamamos x e y a las dimensiones de la parcela. Como va a estar pegada a la pared
de la nave, se va a verificar que: 2x + y = 200 — y = 200 — 2x

Se trata maximizar la funcion superficie dada por:

S(x) = xy = S(x) = x(200 — 2x) = 200x — 2x*
S'(x)=200—4x =0—> x =50

S"(x) =—4 <0enR — En x = 50 alcanza un méaximo.
Las dimensiones de la parcela son x =50 me y = 100 m.

;Qué dimensiones debe tener un paragiiero con forma de prisma cuadrado de 20 dm?
de volumen, para que en su fabricacién se gaste la menor cantidad posible de material?

Llamamos x a la arista de la base e y a la altura del prisma cuadrangular.

Entonces, se debe cumplir que: x°y =20 — y = %
X

Como un paragiero no tiene base superior, tenemos que minimizar la funcion
superficie que viene dada por:

S(X,y):xz—|—4xy—>5(x):x2+4x¥:xﬂ—@
X X
3 p—
Sy = 2x = 20 = 22X =80 o~ Yo
X2 X2
" 160 n( 3 .
S (x) =2+ — - S (\/ 40 ) > 0 — Se alcanza un minimo.
X
Las dimensiones del paragUero son:
Arista de la base x = /40 dm Altura y = 0 _ X dm

(3fa0) 1600
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063 | ;Todos los cilindros con igual volumen tienen la misma superficie total?
(Cudl tiene la menor superficie?
Sean ry h las dimensiones del radio de la base y de la altura del cilindro.

SiV(r, h) es el volumen:
V(r, h)

Tr?

V(r, h) = ~r’h —> h =

La superficie del cilindro que debemos minimizar viene dada por:

Vi h) oo V0 h)
v r

S(r, h) = 2wr? 4+ 2nrh = 2wr? + 27r -

Como el volumen siempre es el mismo, derivamos respecto de r:

3 —
S, by = amr — A0 AT =V R) g VR
r r’ 2w
S'r, h) = 4w+ L@h) - 5"[3 \/(2r, h > 0— Se alcanza un minimo.
r T

Asi, no todos los cilindros con el mismo volumen tienen la misma superficie total
y el de menor superficie tiene estas dimensiones:

P V(r, h) b 3/ 4V(r, h)
27 T

064 | De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio,
halla la altura y el radio del que tiene mayor volumen.

Llamamos x al radio de la base del cilindro

e yalamitad de su altura, asi, R = 9.

Se verifica que:

X+ y =R =X +y’=81—y=+81"—x’
La funcion que debemos maximizar es:

V(x, y) = mx*h donde h = 2y.

V(x, y) = 2mx%y — V(x) = 21X\ 81— x? = 27y/81x* — X

Vi) = 27(324 %3 — 6x°) _ w(324x% — 6x°) 0> x—0x— \/g
2N/ 81x* — x° 81x* — x°

. En (O, ﬁ) — V'(x) > 0 = W(x) creciente

« En (\/g +00) — V'(x) < 0 = V(x) decreciente

Por tanto, en x = J54 alcanza un méaximo.

Asi, la altura y el radio del cilindro de mayor volumen que puede inscribirse
en una esfera de radio 9 cm es:

Radio:\/acm
Altura: 2v81—54 = 2\/5 cm
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065

066

De todos los conos que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio,
halla la altura y el radio del que tiene mayor volumen.

Llamamos ry h al radio y la altura del cono.

Se cumple que:
r’ 4+ (h—9)* = 81
r* =81—(h—9)* = —h*+18h

La funcion que debemos optimizar es:

Vir h) = % 1Ph = V(R) = - w(—h? 1+ 18R)h = —- - w(—h + 18H7)

1 1
3 3

V'(h) = n(—3h” + 36h) = w(—h* +12h) =0 > h=0,h=12

1
5
V'(h) = ~(—=2h +12)

V"(0) > 0 — Para h = 0 alcanza un minimo.
V"(12) < 0 — Para h = 12 alcanza un maximo.

Asi, el cono que tiene mayor volumen es el que tiene altura 12 cm y radio

de la base \/5 = 6\/5 cm.

Se quiere organizar una competicion deportiva que consiste en nadar desde

un lugar A, situado en la orilla de un rio, hasta otro lugar B situado en la misma orilla;
alli se sale del rio y corriendo hay que llegar hasta otro lugar C, desde el cual

se regresa de nuevo a B, donde se acaba la competicién. Se supone que todos

los trayectos son rectilineos.

La distancia de A a B mide 0,2 kmy la de C al rio mide 0,5 km.

Determina a qué distancia de A hay que situar el punto C para que el recorrido
completo sea el menor posible.




SOLUCIONARIO

Podemos expresar la distancia recorrida de la siguiente forma: g
E(x)=0,24 240,5 + x*
F)=—2X _ —05x=0 ;

\ 0,52 + X2 '
+ En(—o0, 0) = E'(x) < 0 — Funcién decreciente . box
« En (0, +0) — E'(x) > 0 — Funcion creciente A B

Asi, en x = 0 alcanza un minimo.
Por tanto, para que el trayecto sea lo minimo posible, x = 0.

Asi,ladistanciade CaAes:d = \/0,22 40,5 =+/0,04 +0,25 = 0,54 km

067 | Descomponer el nimero 8 en dos sumandos positivos de manera que la suma
del cubo del primer sumando mas el cuadrado del segundo sea minima.

Sillamamos xy 8 — x a los sumandos debemos minimizar esta funcion:
fx) = x>+ (8—x)’
FxX)=3x>=28—Xx)=0—>3x>4+2x—16=0—>x =2
f"(x)=6x+2—1"(2) =14 >0 — En x = 2 alcanza un minimo.

Asi, los dos sumandos que buscamos son 2y 6.

068 | Con un trozo de alambre de 12 cm de longitud se pueden formar distintos
rectangulos. ;Cual de ellos tiene la superficie maxima?

Sean x e y las dimensiones del rectdngulo de modo que:
2X+2y=12—>x+y=26

Asi, la funcion que debemos maximizar es: S(x) = x(6 — x) = 6x — x?
Sx)=6—-2x=0—>x=3

S$"(x) = =2 < 0 — En x = 3 alcanza un maximo.

Por tanto, las dimensiones del rectangulo de superficie méxima son 3y 3, es decir,
un cuadrado de lado 3 cm.

069 | Se desea fabricar con hoja de lata una papelera cilindrica, sin tapa, de 10 dm?
de capacidad. ;Qué dimensiones debera tener para que en su fabricacion se utilice
la menor cantidad de hoja de lata?

Siry hson el radioy la altura del cilindro: rr*h =10 — h = 1702
r
y - , , 10 , 20
La funcién a optimizar es: S(r, h) = wr® 4+ 2wrh — S(r) = wr’ + 27r - — = +—
e r

Sl(f):2TTI’—¥:O—>2T(/’3—ZOZO—>’M3—102()%I’: ;|10

r T
S"(r) =2+ @ — S"[B 10 >0—Enr= 3/E alcanza un minimo.

r ™ ™

Por lo tanto, para utilizar la menor cantidad de hoja de lata, las dimensiones

de la papelera cilindrica serédn r = 3/£ dmyh= 3/& dm.
s ™

535



536

Aplicaciones de la derivada

(En qué punto de la parabola y = 4 — x* la tangente forma con los ejes coordenados
un tridngulo de drea minima?

La funcion del enunciado representa una parabola con vértice en el eje Y,
por lo que habra dos soluciones simétricas con respecto a este eje,

una en el primer cuadrante y otra en el segundo. Sea (g, 4 — a*) un punto
de la pardbola del primer cuadrante.

y'=—=2x — y'(a) = —2a — La ecuacion de la recta tangente a la pardbola
enelpunto(a, 4 —a*)es:y — (4 —a*) = —2a(x —a) = y = —2ax + a*> + 4
. L . 5 a’+4
Los puntos de interseccion de esta recta con los ejes son: (0, a“ + 4) y P— 0].
a
El &rea del tridngulo que se forma con estos puntos y el punto (0, 0) es:
2 2 2
Ala) = 1 gt 4 (@* +4) = M que es la funciéon que debemos optimizar
2 2a 4a
20,2 o 2 2 4 2
A,(a):16a(a +4)—4(a” + 4) :30 + 8a 16=O—>a:12\/§
164’ 4a°
03 3 ‘
a= ; es la solucion del primer cuadrante.
2 3 o 4 2 4
A'(a) = 4ag°(12a’ + 16a) — 8a(3a* + 8a* — 16) _ 3a* +16 N A”[ 2\/?] -0
16a’ 2a° 3
EONER: . 5 o
En s '3 la tangente forma con los ejes un tridngulo de &rea minima.

Determina el punto de la pardbola y = x* que esta mas préximo al punto (3, 0).

Sea (x, y) el punto de la parabola que buscamos. La distancia de este punto
al punto (3, 0) viene dada por: d = \/(x —3) +(y —0)’
La funcion a optimizares: D = d* = (x —3)* + y* = D(x) = (x — 3)* + x*

D'(x) =2(x —3)+ 4x> =0 = x = 1es la Unica solucion real.
D"(x)=2+12x* > D"(1) > 0 — En x = 1alcanza un minimo.
Asi, el punto buscado es (1, 1).

Entre todos los rectangulos de 3 m? de érea, halla las dimensiones del que tenga
minimo el producto de las diagonales.

Sean x e y las dimensiones del rectdngulo de modo que: xy = 3
La funcion a optimizar viene dada por:

2
P:d-d:d2:X2+y2%P(X):XZ—}[?’] :>(2+i
X x?
1
P’(x):2x——f:0—>2x4—18:0—>x:—ﬁ,x:@
X
La solucién vélida es: x = /3
P'(x) =2+ % - P”(\/?) > 0 — En este punto alcanza un minimo.
X
3
Las dimensiones son x = /3 e y = —= =3, esdecir, un cuadrado

V3

de lado \/5 metros.



SOLUCIONARIO

073 | Determina las dimensiones de los lados de un rectdngulo de drea maxima que esta
inscrito en una semicircunferencia de 5 cm de radio, teniendo uno de los lados
sobre el diametro de ella.

Sea x la mitad de la base del rectdngulo T
e y sualtura. Se cumple que:

X'y’ =25—>y=+25-x’ ~
La funcién a optimizar es: ‘ oy

Alx) = 2x325 — x> = 2J25x% — x* X -

_ 3
K= = a0 x| B = SN2
\25x% — x* 2 2

En[O, Sﬁ?]%A’(X)>Oyen[5

2 ,—}—oo]—)A'(X) <0

alcanza un maximo.

5
Por tanto, en x =

sv2 5vV2

Asi, las dimensiones del rectdngulo de area méxima son: x = —— ey = ——,
es decir, se trata de un cuadrado. 2 2

074 | De todos los triangulos isdsceles inscritos en una circunferencia de 5 cm de radio,
halla las dimensiones del que tiene mayor area.

Llamamos x a la mitad de la base del tridngulo, y + 5
a la altura. Se verifica que:

X?+yP =255 x=425-y°

La funcién que hay que optimizar viene dada por:

Aly) = ;-2\/25—% (y+5) = (y + W25y

Aly)=~25—y> +(y+5)- O by b VA

24/ 25— y? 25— y?

—>—2y2—5y+25:O—>y:—5,y:§

La solucién valida es la positiva.

« En [—5, i] — A'(y) > 0 — Funcién creciente
5 , y .
- En [2, +oo] — A'(y) < 0 — Funciéon decreciente

. 5 -
Asi,en y = — alcanza un maximo.
2

Por tanto, las dimensiones del tridngulo de mayor area son:

Base:2x:2-E:\/%:5\/§

2
15

Altura:y+5:£—|—5:—
2 2
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Considera la siguiente funcién:

f(x):l+lnx
X

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de esta funcion que tiene
maxima pendiente en el intervalo [1, e].

Como necesitamos que la pendiente sea maxima, la funcién que tenemos

- ., . ) , —1 1 —1
que optimizar es la funcion derivada primera: f'(x) = —+ — = X
x> X X2

1" 2_X
f'(x) = —=0->x=2

X
" 2X - 6 " .
f"(x) = " — f"(2) < 0 = En x = 2 alcanza un maximo.

X

1 1
f(2) = B —+In 2 — La ecuacion de la recta tangente en el punto [2, B +1In 2]
. , 2—1 1
con pendiente f'(2) = —— = — es:
4 4

1 1
—|=+In2|=—(x-2
R PRLE T

076 | Halla las dimensiones de una cartulina rectangular de perimetro 60 cm que,
al dar una vuelta completa alrededor de un lado, genera un cilindro
de volumen maximo.

Tenemos que optimizar la funcién V(r, h) = wr’h, donde res el radio y h es la altura
del cilindro. La cartulina rectangular, por las condiciones del enunciado, tendra
dimensiones h, r, por lo que se cumplird que:

2h4+2r=60—>h+r=30—>h=30—-r
Asi,V(r) = mr*(30 — r) = 30w’ — mr?

V'(r) = 607r —3mr? =0—r=0,r=20
La solucién vélida es r = 20.

V'(r) = 60" — 6mr — V"(20) < 0 = En r = 20 alcanza un maximo.

Asi, las dimensiones de la cartulina para conseguir el cilindro de volumen maximo
son:r=20cmyh=10cm.

El perimetro de un tridngulo is6sceles mide 10 m. Si gira alrededor de la altura
correspondiente al lado desigual, engendra un cono. Calcula los lados del tridngulo
para que el volumen del cono sea maximo.

Por el teorema de Pitagoras:

r2+h2:gz_>h:/gz_r2 g

Como el perimetro del tridngulo es 10 m, tenemos que:
20+2r=10—>g+r=5—=>g=5~—r

Asi, sustituyendo en la expresion de la altura, tenemos:

h:\/gz—f2 =\/(5—f)2—f2 =\/25—|—r2—10r—r2 =25 —10r
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La funcion a optimizar es:

V(r, h) = %-wzh - V() = %-wr2\/25—10r = %\/2Sr4 —10r°

3 _ 4 _
V) — (100 —50r) _ {r— 0
6725 —10r° r=2

La solucion vélidaes r = 2.
Asi, las dimensiones del tridngulo son:
Base:4 m Lados: 3 m

X

. .7 —_ 2 .
Determina un punto de la curva de ecuacion y = xe™* en el que la pendiente

de la recta tangente sea maxima.

(Andalucia. Junio 2006. Opcion A. Ejercicio 1)

Yy =e X —2x%e = e (1—-2x%)
Como tenemos que maximizar la pendiente, se trata de maximizar la funcion
derivada, por lo que volvemos a derivar:

e (=2X) 1= 2x) + e X (—4x) = e " (4x* —6x) =0 = x =0, x = + /%

y!l —
y" = e (=8x" 4 24x> — 6)
/ 3
> O y!”[_ =
2

o ol 13
y"(0)<0 y [\/;

La pendiente de la recta tangente serd maxima en el punto (0, 0).

>0

X

Considérense las funciones f(x) = e*, g(x) = —e~

Para cada recta r perpendicular al eje X, sean Ay B los puntos de corte de dicha recta
con las gréficas de fy g respectivamente. Determinese la recta r para la cual
el segmento AB es de longitud minima.

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba A. Problema 2)

Sea A el punto de corte de la recta con la funcion f(x) = e* — A(x, e*)
Sea Bel punto de corte de la recta con la funcion f(x) = —e™ — B(x, —e™)

La longitud del segmento que determinan estos dos puntos viene dada
por la expresion:

1) = (x = xP +(—e " —e')
La funcién que debemos optimizar es:
Lx)=1*(x) = (e +¢€)

L'(x):—e‘x-i—exzO—>i+eX:O—>e2X:1—>2x:|n1—>2x:0—>x=0
eX

L"(x)=e*+e* = L"(0)=2>0—En x = 0 alcanza un minimo.

Asi, la longitud es minima para x = 0.
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080

081

082

El coste del marco de una ventana rectangular es 12,50 € por metro lineal
de los lados verticales y 8 € por metro lineal de los lados horizontales.

a) Calcular razonadamente las dimensiones que debe tener el marco de
una ventana de 1 m? de superficie para que resulte lo mas econémico posible.

b) Calcular,ademas, el coste de ese marco.

a) Seax metros la longitud de un lado vertical y sea y metros la longitud
. 1
de un lado horizontal. Se cumple que:xy=1— y = —
X

La funcién a optimizar es:

1
C(x, y):2-12,50x+2-8y:25x—|—16y—>C(x):25x—|——6
X
C’(X):25—220—)25)(2—16:0—))(:0,8
X

2
C"(x) = 3—3 — (C"(0,8) > 0 — Para x = 0,8 alcanza un minimo.
X

Para que el coste sea lo mas econémico posible, la longitud del lado vertical
debe ser de 0,8 metros vy la longitud del lado horizontal debe ser de 1,25 metros.

b) El marcovaa costar25-0,8 4+ 16-1,25 = 20 4 20 = 40 euros.

De entre todos los tridngulos rectangulos con hipotenusa 10 cm, calcula
las longitudes de los catetos que corresponden al de area maxima.

Sean x e y las longitudes de los catetos del tridngulo rectangulo.

Se cumple que: x> + y? =107 — y =100 — x’

La funcion a optimizar es: A(x) = ; . X\/1OO —x? = ;\/100)(2 —x*

43
A = 20X L s0x— =0 x =0, x = /50

441002 — x*

En (O, \/5) - A(x)>0

— Enx = \/5 alcanza un maximo.
En (V50 +00) = Alx) < o]

Asi, los catetos del tridngulo rectangulo de hipotenusa 10 cm y drea maxima

midenx:ﬁey:@.

De entre todos los rectangulos ro Y
situados en el primer cuadrante

que tienen dos de sus lados )
sobre los ejes coordenados
y un vértice en larecta r

de ecuacion % +y=1

determina el que tiene mayor érea.



SOLUCIONARIO

Xpy=1osy=1-2%
2 2

. . . X
El rectangulo va a tener estas dimensiones: Anchox  Alto1——

X x?
La funcién a optimizar es: A(x) = x[] — 2] =X——

2
2
A) =1 =1 x =0 x=1
2
A'(x) = —1< 0 = Para x = 1alcanza un maximo.

. . . . . 1
Asi, el rectdngulo que tiene mayor drea mide 1 de ancho y — de alto.
2

083 | Queremos hacer un envase con tapa y forma de prisma regular con base cuadrada
y cuya capacidad sea 10.000 cm®. Sabiendo que cada cm? del material de la base
sale un 50 % mas caro que cada cm? del material empleado para el resto del prisma,
halla las dimensiones del envase para que su precio sea el menor posible.

Sea x la arista de la base e y la altura del prisma regular. Se cumple que:

x?y =10000 = y = 10000
XZ
Como el rea del prisma es x* + 4xy + x? — La funcién a optimizar es:
P(x, y) =15x" + 4xy + x> = P(x) = 1,5x> + 4x - 10.000 +x? = 2,5x* + 40000
X X
40.
P'(x) = 5x — 0000 _ 0— 5x—40000=0— x =20
X
P"(x) =5+ 80'0300 — P"(20) > 0 — En x = 20 alcanza un minimo.
X
Las dimensiones del prisma, para que su precio sea el menor posible son:
Arista de la base 20cm  Altura 25 cm
084 | Halla las dimensiones de un cartel de drea maxima con forma de rectangulo
que tiene dos vértices sujetos a una estructura rigida parabdlica de ecuacién
y =12 — x?,y los otros dos vértices estan situados sobre el eje X.
"
La funcién representa una parabola cuyo vértice
estd en el gje Y, por lo que el rectangulo serd
simétrico con respecto a este eje. As, las medidas 1
seran, 2x, 12 — x*(tomamos x positivo X
para sefalar la longitud y no la coordenada).
La funcion a optimizar es: 1
Alx) = 2x(—x? +12) = —2x> + 24x N
) ) ) 24 T
AX)=—6x"+24=0—>x"=—=4 ———+ 1+
6 12 X
- X =%£2 T
A'(x) = —12x — A"(2) < 0 — Para x = 2 alcanza un maximo.

Asi, las dimensiones del cartel de drea maxima en forma de rectangulo
son: 4 de anchoy 8 de alto.
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085

086

Hallar, de entre los puntos de la parabola de ecuaciény =x* — 1,

. L 1
los que se encuentran a distancia minima del punto A[—Z, —2].

Sea (x, y) el punto de la pardbola que buscamos. La distancia de este punto

—1
al punto A[—2, 2] viene dada por la expresion:

1Y 1)
dx, y) = \/(X+2)z +[y+2] = \/<x+2)z +[X2 —1+2]
,I 2
La funcion a optimizar es: D(x,y) = d*(x,y) = D(x) = (x + 2)* + [Xz - 2]

D'(X):2(X—|—2)—|—2[X2—;]2X=4X3—|—4:O%X:—1

D"(x) =12x*> = D"(=1) > 0 = En x = —1alcanza un minimo.

Asi, el punto de la pardbola que se encuentra a distancia minima del punto A
es(—1,0).

) . 1, Y
o deciecumay =
En el punto A(0, 4) hay un pueblo.
a) Expresa la funcion distancia entre un punto v (%)
cualquiera del rio y el pueblo en funciéon (73’, 0 | ' (3,’0) "

de la abscisa x.

(Cudles son los puntos de este tramo del rio que estan mas alejados y mas
cercanos al pueblo? (Sugerencia: estudia los extremos del cuadrado de la funcion
hallada en el apartado anterior).

{Hay algun punto del rio que esté a una distancia menor que 2 del pueblo?

P 2
a) dix, y) = J(x =07 +(y—4)7 —d(x)= x2+[X—4] — X416

4

b) D(x, y) = d*(x, y) — D(x) = 1% — X’ +16

D'(X):ixg72X:0—>X:*\/§,X:O,X:\/§

D"(0) < 0 p'(—J8)=p"(V8) >0

El méximo se alcanza en x = 0y el punto mas alejado es el (0, 0).
Los puntos mas cercanos son: (—\/g 2) y (\/5 2)
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SOLUCIONARIO

¢) La minima distancia se alcanzaen x =8 yes:

2
8
d=,|8+ [4 — 4] =12 > 2 — No hay ningun punto del rio que esté

a una distancia menor que 2 del pueblo.

Calcula las dimensiones del tridngulo isésceles, inscrito en una circunferencia
de radio 1, que tiene drea maxima.

Llamamos x a la mitad de la base del tridngulo e y +1
alaaltura. Se verifica: x* + y? =1— x = J1—y’

La funcién que hay que optimizar viene dada por:

A(y>=;-2\/1—y2 )=y +W1—y

— oyl 2o X
A ==y + (41— = LV )
21—y’ 1—y?
—>—2y2—y+1:O—>y:—1,y:;

o 1
La soluciéon vélidaes:y = —

« En [1, ;] — A'(y) > 0 — Funcion creciente
« En [; 1} — A'(y) < 0 = Funcidn decreciente

. 1 "
Asi,en y = — alcanza un maximo.
2

Las dimensiones del triangulo de mayor area son:

J3 3

Base:2x =2 —— =3 Altura:y+1:i+1:—
2 2 2

Unos altos hornos producen al dia x toneladas de acero de baja calidad y 40 —5x
toneladas de acero de alta calidad, siendo 8 toneladas la produccién 10 —x
maxima diaria de acero de baja calidad. Si el precio de una tonelada de acero de baja
calidad es 100 € y el de alta calidad 250 €, demostrar que se deben producir

5 toneladas por dia de acero de baja calidad para que el valor de venta

de la produccion diaria sea maximo.

. o ., 250040 —
La funcién produccién viene dada por la expresion: P(x) = 100x + 220040 = 5x)
Calculamos el valor de x que hace que P(x) sea maximo. 10— x
P = 100 — 2990 _ {x =5
(10 — x)? x=15
Como x < 8, la Unica solucion vélida es x = 5.
p —5.000 ” ) .
P"(x) = ﬁ — P"(5) < 0 — Se deben producir 5 toneladas por dia de acero
10 — x

de baja calidad para que el valor de venta de la produccién diaria sea maximo.
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089 | Considérese el recinto limitado por la curva Y4
y=x’ylarectay=3. 5
De entre los rectangulos situados como el de ‘ ’
la figura, determinar el que tiene drea maxima.
(=xy) xy)

—
=Yy

Longitud de la base del rectangulo: 2x

Longitud de la altura del rectangulo: 3 — y = 3 — x?
La funcién que debemos optimizar es: A(x) = 2x(3 — x?) = 6x — 2x°
Alx) =6 —6x" =0— x = %1

A'(x) = —12x — A"(1) < 0 — Para x = 1alcanza un maximo.

Las dimensiones del rectdngulo de drea méxima son:

Base: 2 Altura: 2

090 | Un almacén tiene forma de prisma recto de base cuadrada y un volumen de 768 m>.
Se sabe que la pérdida de calor a través de las paredes es de 100 unidades por m?,
mientras que a través del techo es de 300 unidades por m* La pérdida por el suelo
es muy pequena y se puede considerar nula. Calcule las dimensiones del almacén
para que la pérdida de calor total sea minima.

Arista de la base del prisma: x
Altura del prisma: y

Se cumple que: V(x, y) = x’y =768 — y = 7;8

La funcién a minimizar es: S(x, y) = 300x” 4+ 400xy — S(x) = 300x° + 307)(200
S'(x) = 600x — 301200 =0—600x* —307200=0 — x> =512 > x =8
S"(x) = 600 + 614400 — 5"(8) > 0 — Alcanza un minimo.

X

Asi, para que la pérdida de calor total sea minima, el almacén debe tener 8 metros
de lado de la base y 12 metros de altura.

091 | Un trozo de alambre de longitud 20 se divide en dos trozos. Con el primero se forma
un rectangulo cuya base es el doble de su altura y con el segundo trozo se forma
un cuadrado. Encontrar las longitudes de dichos trozos para que sea minima la suma
del area del rectangulo y la del cuadrado.

Consideramos un rectdngulo de base 2xy altura x, y un cuadrado de lado y.
20 — 6x

4
La funcién que debemos optimizar es:

4y +6x=20—>y=

20— 6x )

Alx, y) = 2x* + y* %A(X):2X2+[X]
4
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SOLUCIONARIO

A’(X):4x+2[m;6x][;6]:4x+36)(8_120:O—>68X—120:O
(1004
68 17

A'(x) =4 + 386 >0 — En x = 1,76 alcanza un minimo.

Asi, para que la suma de ambas dreas sea minima se tiene que cumplir que:
« Eltrozo de alambre que forma el rectangulo tenga longitud 6x = 6 - 1,76 = 10,56.

20—6-176

« Eltrozo que forma el cuadrado tenga longitud 4 - =9,44.

En agosto de 1548 el matematico Ludovico Ferrari le propuso a su colega Niccolo
Fontana, apodado Tartaglia, el siguiente problema: «Halla dos nimeros reales

no negativos cuya suma sea 8 de manera que su producto multiplicado

por su diferencia sea maximo». Obtén las soluciones de este problema

con dos decimales de aproximacién.

Llamamos x e y a los dos numeros reales. Se debe verificar que:

X, y>20x+y=8—->y=8—x

La funcién que hay que optimizar es:
P(x, y) = xy(x — y) = P(x) = x(8 — x)(x — (8 — x)) = —2x° + 24x* — 64x
P'(x) = —6x> 4+ 48x — 64 — x = 1,69; x = 6,31

P"(x) = —12x* + 48 — P(6,31) < 0

El maximo se alcanza cuando los dos nimeros son:

x=263y=8-6,31=169

Una cartulina tiene forma rectangular con 30 cm de base y 20 cm de altura.
Se quiere construir un cajon (sin tapadera) con la forma resultante tras recortar
cuatro cuadrados de lado x en cada esquina de la cartulina.

Calcule x para que el volumen del cajén resultante sea maximo. Calcule dicho volumen.

Sila cartulina tiene 30 cm en la base y quitamos dos cuadrados de longitud x,
queda 30 — 2x.

Sien la altura hacemos lo mismo, resulta 20 — 2x.

Asi, la nueva base tendra una superficie de (30 — 2x)(20 — 2x).

Por tanto, al formar el cajon sin tapadera, su volumen vendra dado por la funcion:
V(x) = x(30 — 2x)(20 — 2x) = 600x — 100x? + 4x°>

V'(x) = 600 —200x +12x> =0 = 150 —50x +3x> =0 — x = 12,74; x = 3,92
V'(x) = =200+ 24x — V"(3,92) < 0

El volumen del cajon es maximo si x = 3,92 cmy es de 273,39 cm’.

Estudia si se puede aplicar el teorema de Rolle a f(x) = 2 tg x en el intervalo [0, «]
y, si es posible, determina el punto donde la derivada se anula.

. M1 .
fno es continua en x = — — No podemos aplicar el teorema de Rolle
2

af(x)=2tgxenl0, .
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095

096

097

098

099

Razona si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) = 3/ (x —2)°

en el intervalo [0, 4].
fes continua en [0, 4].

fi(x) = _2 — fno es derivable en x = 2 — No podemos aplicar

Rx=2

el teorema de Rolle.

Aplica el teorema de Rolle a la funcién f(x) = x* + 2x — 3 en el intervalo [—4, 2]
e interprétalo geométricamente.
fes una funcion continua en [—4, 2] y derivable en (—4, 2) con '(x) = 2x + 2.
Ademds, f(—4) =16—-8—-3=5f(2)=44+4—-3=5—>1(—4)=1(2)
Por el teorema de Rolle, existe ¢ € (—4, 2) tal que f'(c) = 0.
Asi,f(c)=2c+2=0—>c=—1
Geométricamente, en este punto la funcién tiene una tangente horizontal.

Cada una de las funciones siguientes toma el mismo valor en los extremos
delintervalo [—2, 2], pero no hay ningun valor ¢ € (—2, 2) en el que la derivada
se anule. Justifica en cada caso por qué no contradicen el teorema de Rolle:

a) f(x)=— b) g(x) =2 —|x|

a) No se puede aplicar el teorema de Rolle porque fno es continua en x = 0.

b) No se puede aplicar el teorema de Rolle porque g no es derivable en x = 0.

Considera la siguiente funcion:
— 2 i —
f(x) = \/162 X SI‘ 4 <x <0
—Xx*4+4 sio<x<2

Analiza si cumple las hipétesis del teorema de Rolle en [—4, 2]. En caso afirmativo,
halla el punto que indica la tesis del citado teorema e interpreta geométricamente
el resultado.

fno es continua en el intervalo [—4, 2], ya que para x = 0 no esta definida,

por lo que no cumple las condiciones del teorema de Rolle.

Prueba que la funcién f(x) = x*> + x> — x —1 satisface las hipdtesis del teorema
de Rolle en el intervalo [—1, 1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1, 1)
cuya existencia asegura el teorema.

fes continua en el intervalo [—1, 1] y derivable en (—1, 1) por ser una funcion
polindbmica. Ademas, f(—1) = 0 = f(1).

Por el teorema de Rolle, existe ¢ € (—1, 1) tal que f'(c) = 0.
FX)=3x"4+2x—-1->f(c)=3+2c—1=0>c=—-1,c=—

El valor de ¢ véalido es ;



SOLUCIONARIO

100 | Demuestra que la ecuacion x + 1 = e* solamente tiene una solucién.

Consideramos la funcién f(x) = e* — x — 1. Se cumple que f(0) = 0.
Siexiste a > 0 tal que f(a) = 0, entonces, como fes continua en [0, a] y derivable
en (0, a), por el teorema de Rolle existe ¢ € (0, a) tal que f'(c) = 0.

Por otra parte, para f'(x) = e* — 1, que solo se anula para x = 0, se contradice
el teorema de Rolle, de donde deducimos que a no existe. Para a < 0 se razona
de manera andloga, por lo que concluimos que la ecuacién del enunciado solo
tiene una solucion.

101 | Demuestra que la ecuacién x*> = x cos x — sen x se verifica para un Gnico valor de x.

Sea la funcion f(x) = x? — x cos x — sen x. Se cumple que f(0) = 0. Supongamos
gue existe a > 0 tal que f(a) = 0. Entonces, como fes continua en [0, ] y derivable
en (0, a), aplicando el teorema de Rolle tenemos que existe ¢ € (0, a) tal que f'(¢) = 0.

Por otra parte, para '(x) = 2x — (cos x — x sen x) + cos x = x(2 + sen x),

que solo se anula para x = 0, se contradice el teorema de Rolle, de donde
deducimos que a no existe. Para a < 0 se razona de manera analoga, por lo que
concluimos que la ecuacion del enunciado se verifica para un solo valor de x.

102 | Demuestra que la funcion f(x) = x* —3x + 1 solo corta al eje X en un punto
en el intervalo [0, 1].

fes una funcion continuaen [0, 1] tal que f(0) = 1> 0y f(1) = —=1< 0.
Por el teorema de Bolzano, f tiene al menos una raiz real en el intervalo (0, 1).

f'(x) = 3x? — 3 es una funcion cuya gréafica corta al eje X en los puntos x = —1
y x = 1,lo que significa que no cambia de signo en el intervalo (0, 1).

Como f'(x) <0 en(0,1),lafuncién fes siempre decreciente, por lo que la raiz
que nos garantizaba el teorema de Bolzano en ese intervalo es Unica.

103 | Demuestra que la ecuacién x> + x* + 2x —1= 0 solo tiene una solucién real.
Sealafuncion f(x) = x> + x>+ 2x — 1.

fes una funcion continua en R tal que f(0) = —1< 0y f(1) =3 >0.
Por el teorema de Bolzano, f tiene al menos una raiz real en el intervalo (0, 1).

f'(x) = 3x* 4+ 2x + 2 no corta al eje X'y es positiva para cualquier valor real.
Asi, f es estrictamente creciente en R, por lo que la raiz real encontrada es Unica.

104 | Dado el intervalo I = [0, 5] y dadas las funciones f(x) = x> — Ax, encontrar el valor
de A para que se pueda aplicar el teorema de Rolle al intervalo I, y aplicar el teorema
en ese caso.

fes continua en [0, 5] y derivable en (0, 5).

f(0) = 0; f(5) = 25 — 5A — Para poder aplicar el teorema de Rolle necesitamos
que:f(0)=f(5)—>0=25—-5A—> A=5

Asi, si f(x) = x* — 5x se cumplen las condiciones del teorema en [0, 5].

Por tanto, existe c € (0, 5)talque: f(c)=0—>2c—5=0—>c= i
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105

Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demuestra que las curvas y = cos x
y = </ X secortan en un unico punto.

y=csxey= \/; se cortan en un punto si cos x = \/; tiene una unica solucion.
Sitiene solucion estard en el intervalo (0, 1), ya que el dominio de y = Jx

es (0, +-o0).

Six>1-ox >1, pero | cos x| <1 La solucion si existe serd menor que 1.
Definamos f(x) = Jx — cos x en el intervalo [0, 1], que es continua en este
intervalo por ser diferencia de dos funciones continuas en [0, 1].

Como f(0) = —1<0,f(1) = 1> 0 — Por el teorema de Bolzano existe al menos
unc € (0, Ntalquef(c)=0.

Comprobemos que este valor es Unico:

La funcion fes derivable en (0, 1). Si existieran dos valores a, b pertenecientes

alintervalo (0, 1) tal que f(a) = f(b) = 0. Por el teorema de Rolle existirfa un punto
intermedio que anularia la derivada.

1 1
+senx > 0en (0, 1), ya que en este intervalo
Wx nx

y también, sen x > 0.

f(x) = >0

Por tanto, no existe el punto que nos da el teorema de Rolle, por lo que no es cierta
la hipotesis de la cual partiamos.

Asi, no pueden existir dos raices de la funciéon en el intervalo (0, 1), y por tanto
hay un Unico punto de corte para las dos curvas del enunciado.

106 | Comprueba que la funcién f(x) = J/ x? cumple las hipdtesis del teorema del valor

107

medio en el intervalo [1, 8], y halla el punto que verifica la igualdad del teorema.

2
fes continua en Ry derivable en R — {0} con f'(x) = .
3Wx
En particular es continua en [1, 8] y derivable en (1, 8). Como se cumplen
las condiciones del teorema del valor medio existe ¢ € (1, 8) tal que:
f(8) — f(1) 2 4-1 3 _[14}3
9

—> = =
8—1 3¢ 7 7

flc) =

En el segmento comprendido entre los puntos A(1, 1) y B(3, 9) de la parabola y = x?,
halla un punto en el cual la tangente sea paralela a la cuerda AB.

YA
oY S

(U )8 A S

<Y



SOLUCIONARIO

fes continua y derivable en R — En particular es continua en [1, 3] y derivable
en (1, 3). Como se cumplen las condiciones del teorema del valor medio
existe c € (1, 3) tal que:

f3)—f(1H 9-1 8

f(c)=2c = = =—=4>5c=2
3—1 2 2

Asi, el punto que buscamos es (2, 4).

108 | Demuestra que se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcién

f(x) =+ x*>+ 9 enelintervalo [0, 4], y halla el punto que verifica la igualdad
del teorema.

X
VX249 .

Por tanto, podemos aplicar el teorema del valor medio.

fes continua en [0, 4] y derivable en (0, 4) con f'(x) =

Existe c € (0, 4) tal que:

fogo_ € _fW-fo _5-3_1_

Ve +9 4-0 4 2

109 | Aplica el teorema del valor medio a la funcion f(x) = —x? 4+ 2x — 8 en el intervalo
[—3, 3], e interprétalo geométricamente.

fes continua en [—3, 3] y derivable en (-3, 3).

Se puede aplicar el teorema del valor medio — Existe ¢ € (-3, 3) tal que:

f'(C):M—)—ZC+2:L(_23)%C:O

3—(=3) 6
Geométricamente, la recta tangente a la pardbola en el punto (0, —8) es paralela
a la cuerda que une los extremos del segmento (=3, —=11) y (3, —23).

xInx six>0
0 six=0
en el intervalo [0, e]. En caso afirmativo, halla el valor al que se refiere el teorema.

110 | Razona si es aplicable el teorema del valor medio a la funcién f(x) = {

fes continua en (0, e], estudiamos la continuidad de fen 0:

In x o LHopital

im f(x)= lm x Inx = Im — — — lim X _ im (=x)=0
x—0" x—0* x>0t ] o) x—=0" —1 x—0*

X X2
fim f(x) =0 = f(0) = fes continua en [0, el.

x—0t

f'(x) =14+ In x — fes derivable en (0, e).

Se cumplen las hipdtesis del teorema del valor medio — Existe ¢ € (0, e) tal que:
f(e) —f(0) e—0

f'(c) = = =15 1+lnc=T-Ihc=0—-c=¢e"—>c=1
e—0 e
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111 | Dada la funcién f(x) = In x en el intervalo cerrado [1, e], siendo e = 2,718281...,
razonar que existe un punto P de la grafica de esa funcién en el que la recta tangente
a ella es paralela a la recta que pasa por los puntos A(1, 0) y B(e, 1).

Ecuacion de la recta que pasa por A(1, 0), Ble, 1):

O=m+n 1

m= ,n=
l=me+n e—1 1—e
1 1

X+
e—1 1—e

y=mx+n-

y:

, 1
Por otro lado, tenemos que: f'(x) = —
X

Como la derivada de una funcioén en un punto coincide con la pendiente
de la recta tangente, y las rectas paralelas tienen la misma pendiente,
resulta:

1 1
—= > x=e—1€[l €]

X e—1

Asi, el punto que buscamos es: (e — 1, In (e — 1))

112 | Dada la funcién f(x) = x* —2* 4+ x —1, demuestra que existen o, 3 € (1, 2)
tales que f(a) = 0y f'(3) = 3. Di qué teoremas utilizas.

f(x) = x* =24+ x —1escontinuaen [1, 2] con:
fM=1-24+41-1=-1<0,f2)=4—-44+2—-1=1>0
Por el teorema de Bolzano existe o € (1, 2) tal que f(a) = 0.
fi(x)= x*(+Inx)—2" In 24 Tes continua en [1, 2] con:
f=10+In1)=2"IN2+1=2(1—-In2)

f2)=2°0+IN2) =2 IN2+1=4(1+In2)—4In2+1=5

Por el teorema de Weierstrass, la funcion f' tiene que tomar todos los valores
entre f'(1) y f'(2). Por tanto, existe 3 € (1, 2) tal que f'(3) = 3.

113 | Sea f(x) = x>+ 2x — 1y sealel intervalo I = [0, 2]. Aplicar el teorema del valor medio
a la funcién fen el intervalo I, hallando el punto de dicho intervalo para el cual
se verifica el resultado del teorema.

fes una funciéon continua en [1, 2] y derivable en (1, 2).

Por el teorema del valor medio existe ¢ € (0, 2) tal que:

f(2)—f(0)  8+4—-1—(=1)
2-0 2

4 N3

f’(c):3c2+2:6—>c2=3—>c:336(0,2)

f'(c) = =6
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SOLUCIONARIO

Dada la funcion f(x) = x cos

%x], demuestra que existe o € (1, 2) tal que f'(a) = —2.

Menciona los resultados teéricos que utilices.
(Navarra. Junio 2008. Grupo 2. Opcion D)

fes continua en [1, 2] y derivable en (1, 2). Por el teorema del valor medio, existe

f(2) —f(
o € (1, 2) tal que: f(a) :u: 2cosqx—c051: —-2-0=-2
2—1 2
Calcula los siguientes limites.
2 —
a) lim X 4x + 4 9 lim sen x — X cos X
X—2 X2 _4 x—0 X3
X _ p—X 2 __ _2
b) lim £ —¢ d) lim NX =5 =2
x>0 D sen x 2 x+3
2 LHopital —
a) | X 4X—|—4_)2 dpita //sz 42220
=2 x4 0 =2 2x 4
X _ —X LrHr- - | X —X
b) /ime e _)2 Opita //.me +e :1—1—1:1
x=0 2 sen x 0 x=0 2 cos x 2
. senx — X Cos x 0  LUHopital .~ cos x —(cos x — x sen x)
o Iim—— = lim =
x—0 X3 0 x—0 3X2

X sen x . senx 0  LHopital . COS X 1
m - — im —

x—=0 3X2 x=0 3y 0 x=0 3 3
X
Axt—=5-=2 0  UHepital 2
g fm T2 e o el o NS gy =-=
x—-3 X + 3 0 x—=-3 1 X—-3 X2 _5 2

Halla el resultado de estos limites.

2
. e —x—cos x . e’ —1 . e —e™—=2x
a) lim ——M—— b) im — o Iim —m m———
x>0 sen® x x>0 cos x —1 x=0  x _—sen x
e — X —cosx 0 LHopital . e*—T1+senx _e*—=14senx
a Iim—m—— > — im = lim
x>0 sen’ x 0 x>0 D sen X €os X x>0 sen Dx
et —=1+senx 0  LHopital e+ cos x 2
im— — — im =— =
x—0 sen 2x 0 x=0 2 cos 2x 2
2 2
et =1 0 LUHopital . e*2x 0
b Im———m > — lim - —
x=0 cos x — 1 0 =0 —sen x 0
2 2
UHopital X 4x? +e 2 2
P lim =—==2
x=0 —(COoS X —1
et —et —=2x O LHopital . e*+e " —2 0
o Im——mam—— — im - —
=0 x —senx 0 =0 1 — cos X 0
L'Hopital et —e 0  LHepital et +e” 2
P lim - — P lim =—=2
=0 sen x 0 =0 cos x 1
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Aplicaciones de la derivada

117 | Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x tiende a 0.

[
a) flx) = — > 0 h(x) = —X
In(1+ x) cotg x
x?2 2
b) g(X) — d) I(X) _ sen< 2x
1—cos x X3+ x
'Hépital
a) fm— X 0 et e T ) =1
x—0 |n (] + X) 0 x—0 1 x—=0
1+ x
2 L'Hopital U'Hopital
b) lim X - Q opita lim 2x — E opita lim 2 =2
x=01— cos x 0] x=0 sen X 0 x>0 cos X
o Inx oo LUHepital . 1/x . —sen’ x 0
c lim - — lim = m—"—> —
=0 cotg x o0 =0 _T/sen’ x 20 x 0
L'Hopital —
o im 2 5en x cos x = lim(=sen 2x) =0
x—0 ] x—0
2 UHopital
d) fim sen® 2x N g dpita im 4 sen 2x cos 2x — im sen 4x _ g: 0
X0 x3 4 x 0 x=0 3x2 4+ 1 x>0 3x2 41 1

118 | Calcula los limites de estas funciones cuando x tiende a 0.
a) f(x) = x cotg x

b) g(x) = 1 —cotg x
X

) h(x) = (e —x)~

LHopital 1
a) //‘m)<cotg)<—>0'00—>//'mi—>g o, =1
x=0 S0gx 0 201+ 1g° X

b) /im[1— cotgx] —> 0 — o0
x—=0| x

. 1 cos X .| sen x — x cos x 0
im|— — = im|———| >

x=00 x sen x x—=0 X sen x 0
L'Hopital im cos x — (cos x — x sen x) _ im X sen x N 0
x>0 sen x + x cos x x=0 sen x 4+ X Cos x 0
'Hopital im sen x + x cos x — im sen x + x cos X _ g —0

x=0 oS X 4+ oS X — X sen x X202 cos X — x sen X 2

o]

1
Q) lime* —x)x =1

x—0
L - LHopital
imin (e —x)x = //'miln(ex—x): //'mM—>2 L‘w
x—0 X%OX x—0 X O
: . e =1 0 o L
— Iim (e =1 = lm =—=0—>lme*—x)x =e” =1
x—0 eX—X x—0 eX—X ] x—0
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SOLUCIONARIO

.14+ x—e€*
Calcula lim —_—
x>0 gsen”x

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio A. Ejercicio 1)

4+ x—ef 0 LHepital ) 1—e* o 1—e
im—— — — im = lim
x>0 sen? x 0 x>0 D sen x cos x  *—0 sen 2x
o 1—e" LHopital ) —e* —1
im e N 9 Opita | e _ 1
x=0sen 2x 0 x=0 2 cos 2x 2
Calcular:
2 X
. NXx°=5-=2 . 1
a) lim ———— b) lim [1 ——]
x—3 X —3 X =400 X2

(Aragon. Junio 2007. Opcion A. Cuestion 2)

, x?—5 -2 0 LUHepital 2X 6 3
a) //I’T)——)— //m = — = —
X—3 X — 3 O x—3 2 X2 _ 5 4 2

b) lim [1——] — 1%

X—+o0

x?2 =1
1Y 1 " 0
In{ Iim{1——1| |= Im |xIn|1——||= lm —X—>—
X=+00 X2 x—+o0 X2 Xx—=+00 1 0
x? 2 X

'Hépital 21 3 _
oplta lim x =1 x = lim 2x =0— Im [1—L
X—400 _‘| x>+ x _‘| X—+00 X2

X2
X —
Calcula lim M.

x—0 2X2 + X4
(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 3. Opcion 1)

. efsenx —x 0 LHépital . e*senx 4 e*cos x — 1 0
im———— — — lim - —
x=0 2x? 4 x4 0 X0 4x 4 453 0
UHopital . e*(sen x 4 cos x) + e*(cos x — sen x) . 2e" cos x
lim = im—— =
x=0 4 412x7 =0 4 4 12x7
- p X —sen x
Resuelve el siguiente limite: lim —————
x>0 tg x —sen x
(Castilla-La Mancha. Junio 2005. Bloque 2. Pregunta B)
X —senx 0  L'Hopital . 1— cos x 0
im—mmm — — lim - —
=0 tg x — sen x 0 =014 tg* X — oS X 0
'Hopital . sen x 0
lim - —
=0 2 tg x(1+ tg* x) + sen x 0
LHépital . cos x
oplta //m

=0 (14 tg? x) + 4 tg x(1+ tg* x) + cos x 241 3
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Aplicaciones de la derivada

123 | Calcula lim L— ! .
=1 |n x x —1
) 1 1 —T1—=Inx
im| —— — — 0 — 0 = [im
=1 In x X —1 =1 (x —1) In x
o
—1— "Hopital —1
/’,mX 1 llﬂX _}E L'Hopita im X 1 — im | X
x—1 _ x—=1 x—1 _‘]
(x="Inx 0 nx 4 O — 1) X Inx 4+ x
X
— L'Hopital
//'m|X1—>O opita im 1 ://'m| 1 . :5
x—=1 _ O x—1 x—1
XInx+x—1 |nx+x~i+1 nx-4
X

124 | Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x tiende a +oe.

a) f(x)=(nx)*" b) g(x) = [1 +1g 1]
X

a)  lim (nx)¥" — oo®

X—+o0

In( lim (In x)”) =

X—+00

fim e*(n(nx)) = 0- o0

X—+00

In (In x) N 0

im e™(n(nx)) = lm
X—>+o0 X—+00 eX 00

'Hopital

x>t x |0 xe*

b) lim [1+tg1] - 1"

X—+0o0 X

|ﬂ[ lim [H—tg1] ]: lim Xln[H—TQ]]—mo-o
X—+0o0 X X

X—>+00
1
In [H—rg]
. 1 _ X 0
im xIn|1+tg—|= lm ——~ - —
X—+00 X x—+o0 i 0
X
1 1 —1
o)
X X
o]
'Hopital im X
X—>+o0 _’I
2
. IR
= lm|1+tg—| =e'=¢e
X—+o0 b%

=0—> Im(nx) =€’ =1

X—>+o0

T+ tg° — ]
= lim X =—=1
X—+00 ’| ‘I
T+ 19—
X
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SOLUCIONARIO

2
Se considera la funcion f(x) =

e*

Se pide calcular lim f(x)y lim f(x).

X ——00 X—+00

(Baleares. Septiembre 2005. Opcion B. Cuestion 3)

« Calculamos fim f(x) teniendo en cuenta que si aparecen indeterminaciones

X—>+oo

podemos utilizar la regla de 'Hopital para resolver el limite.

X2

) o L'Hopital . 2X 0  LHopital ) 2
fim - — ——— |m - — —— |m
x>t pX [0') x—>Fo X 0 x>0 X

=0

. Calculamos lim f(x).

X—>—0o0

oX? 400
im =

x—>—0w X 0

:+CX)

Calcular los siguientes limites.

a) lim (\/x2+x —\/xz—x)

X—+0o0

X—+0o0

b) Ilim x[arctg e* —%]

(Madrid. Junio 2005. Opcion B. Ejercicio 3)

a) /irf (\/x2+x —\/xz—x)—>oo—oo

lim (\/xz—i—x—\/xz—x)://’m X x = - x) —

Kot e x4 x = x

. 2X 2
= lim =

X—>+oo\/X2+X+\/X2_X 1+1_

b) lim x[arc tg e~ —%] — -0

X—>+o0
X I
arctge’ ——
. 2 0
im —m—m—mMmMM— — —
X—+0c0 ] O
X
eX
L'Hopital 4™ o —ex? o0
im = lim - —
X—+oo — x>t |4 X 0
X2
LUHopital o —e"xr —e"2x o —=x?=2x o0
im = lim ——— — —
X400 er p X400 2e* 00
L'Hopital o =2x=2 o L'Hépital =2
P lim - — P lim =0
X—+o0 Je* 00 x>+ DpX
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Aplicaciones de la derivada

127 | Calcula los siguientes limites.

NX+1T—vx—1 b) lim In\/1—cos x

a) lim
X —+00 \/X+2 —\/X—2 X_>g In(1—COSX)
oAX T =N x =1 00 —
a) lm -

X"+°°\/X4—2—\/X—2 00 —

(\/X—H —\/x—1)<\/x+2 +\/X—2>

lim —
Xt X+2—(x—2)
o (Vx+2 +Vx—2)x+1-(x=1) _
Xt 4(x+1+Vx=1)
o 22 ex-a) 2.2 1
ot g (Sxr14dx—1) 42 2
sen x
. Inv1—cos x 0  L'Hopital . 2\/17c05)<\/17cosx 1
b) lim - — lim =—
= In(1— cos x) 0 PN sen x 2
2 5 -
1— cos x
128 | Calcula, si existen, los siguientes limites.
a) lim (sen x)9”* b) lim senx q lim @ (cona >0)
x—=0" x—0 ‘X‘ xX—a X —a
H tg x 0
a) X/L”3+(5€” x)9*—0 cos x
In( lim (sen X)W) = lim tgx-In(sen x) = lim M = lim _enx
x—0F x—0* x—0* 1 x—0* —1
tg x cos” x - tg” x
= lim(—cosx-senx) =0 —= lim (sen x)?* = e® =1
x—0% x—0t
o) | sen x g
X0 ‘X‘ 0
—enx six <0
f)=1 *
sen x x>0
X
L'Hopital —
im F(x) — s 22X —
x—0" x—0" 1 . ;.
| — No existe el limite.
LHopi
im Fx) —22 5y £y
x—0" x—0% 1
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SOLUCIONARIO

. a 0  UHopital ) 2\/; 1
c Im — lim =
x—a X—a 0 x—a 1 2\/g
Calcula:
2 _ n __
a) fim XX F1=1 b) lim [2 8]
x—0 X2 n—s+oo | Nt1

(Asturias. Junio 2007. Bloque 4)

2x
. VX411 0 _vHopial 2 X241 L
x—0 X2 0 x—0 2x _x—>02 /X2+1 B 2
. 2"-8 . 2" 8 . 1 1
b) lim = lim — = [m|—— 8 = —
n—>+o Nt n—+o| DNt N+l n—+oo| ) plad 2
. . . e™—1—ax
Calcular los valores del nimero real a sabiendo que /im — =8
x—0 X
(Castilla y Leon. Septiembre 2008. Prueba B. Cuestion 3)
e —1—ax 0  LHepital _ae”™ —a 0  LHopital
im—m7878 — — — lim - —
x—0 X2 0 x—0 2x 0
2 jax 2 ax 2
. ae a e —=1—ax a
— lim =— > lm——="—=8—>ad"=16—>a=14
x>0 ) ) x—0 X2 2

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X

Dada la funcién y = x%e™:
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexién.
(Asturias. Septiembre 2007. Bloque 5)

a) fescontinuaen todo R.
Fix)=4xe™ —xte ™ = 4xX = x)=0o4x —x"=0o5x=0,x=4
« En(—o00, 0)U (4, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En(0,4) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
X)=e"(x'=8x°+12x)=0—->x=0,x=2,x=6
f"(4) < 0 — En x = 4 alcanza un maximo.

F"(x) = e *(—x* +12x> —36x% + 24x)

f"(2) = 0 = En x = 2 alcanza un punto de inflexion.

f"(6) = 0 — En x = 6 alcanza un punto de inflexion.
(0)

f(x) = e (x* —16x> +72x*> — 96x + 24) — "(0) > 0, como la primera
derivada en este punto es de orden pary positiva, la funcion alcanza
un minimo en x = 0.
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Aplicaciones de la derivada

2

4

de su resistencia (x) en ohmios, viene dada por la expresion: f(x) =

Hallar la potencia maximay el correspondiente valor de x.

Determina ay b para que la funcién f(x) = ax® + bx* — x + 2 tenga un minimo

1
en x =2y un punto de inflexién en x = —.

3

f'(x) = 3ax? + 2bx — 1 f"(x) = 6ax + 2b

Como la funcién tiene un minimo en x = 2 se cumple que:
f(2)=0—>12a+4b—-1=0

Como la funcion tiene un punto de inflexion en x = il se cumple que:
1

3
Asi, sustituyendo en la otra condicién:

fH

=0->20+2b=0—>a=-b

—12b+4b—1:0—>—8b—1:0ab:_81—>a:1

8

De la funcién f: R — R definida por f(x) = ax® + bx? + cx + d se sabe que tiene
un maximo en x = —1, que su grafica corta al eje X en el punto de abscisax = —2
y tiene un punto de inflexién en el punto de abscisa x = 0. Calculaa, b,cy d

sabiendo, ademas, que la recta tangente a la grafica de fen el punto de abscisa x = 2
tiene pendiente 9.

f(x)=ax’ +bx* + ox +d f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ f"(x) = 6ax + 2b
Como tiene un méximoen x = —1f(—1)=0—>3a—-2b+c=0

La gréfica pasa por el punto (=2, 0) > f(=2)=0—> —-8a+4b—-2c+d =0

Tiene un punto de inflexibonen x =0 - f"(0)=0—>2b=0—>b=0

La tangente en x = 2 tiene pendiente 9 - f'(2) =9 > 12a+4b+c=9

3a+c=0 a=1
Sustituimos b = 0y resolvemos el sistema: —8a —2c +d =0y — jc = =3

12a+c=9 d=?2
Asi, lafunciones: f(x) = x> —=3x 4+ 2

La potencia f(x) en watios consumida por cierto aparato eléctrico, en funcién

_Ax
(x 4+ 12)?

f’(x):7_4x+48 =0 x=12
(x +12)°

f"(x) = M — f"(12) < 0 = En x = 12 alcanza un maximo.
(x +12)*

f(12):ﬁ: 1
576 12

L 1 5
La potencia maxima es 5 = 0,083 watios y el valor de x es 12.



SOLUCIONARIO

5 | Dadalafuncién f(x) = 1 se pide:
X

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto (g, f(a))
paraa > 0.
b) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado a)
con los dos ejes coordenados.
¢) Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados

sea minima.
, —1
a) flx)=—
X
La ecuacion de latangente es: y — L = _—j(x —a)
a a
b) Puntos de corte:
EjeX:—i:;j(x—a) — X—a=a— x=2a—Punto(2g,0)
a a
— 2
EjeY:y—1:](—a)—>y:]—|—]—>y:2%Punto[O,]
a a a a a a

c) Ladistancia entre los dos puntos hallados viene dada por:

2
dl@) = ,|(~2a) + [2] = [40" + =
a a
La funcion que vamos a minimizar viene dada por: D(a) = d*(a) = 4a° + iz
a
D’(a):8a—i:0%a:i1

a?;

Como g > 0soloesvalidaag=1.

D"(a) =8+ % — D"(1) > 0 = Para g = 1la distancia es minima.

a

6 | Calculalos vértices y el area del rectangulo de drea maxima que se puede construir
de modo que su base esté en el eje X'y los vértices del lado opuesto sobre
la pardbolay = —x? + 12.

La funcién representa una parabola cuyo vértice estd en el eje Y,

por lo que el rectdngulo sera simétrico con respecto a este eje.

Asi, las medidas seran, 2x, —x* + 12 (tomamos x positivo para sefalar la longitud
y no la coordenada).

La funcion que debemos optimizar es: A(x) = 2x(—x? + 12) = —2x° + 24x
! 2 2 24
Alx)=—6x"+24=0—> x :?:4_”(:12

A'(x) = —12x = A"(2) < 0 = Para x = 2 alcanza un maximo.

Asi, las dimensiones del rectdngulo de drea méxima son:
4 de anchoy 8 de alto.
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Aplicaciones de la derivada

7 | Demostrar que la funcién f(x) = x* — x + a cumple la hipétesis del teorema
de Rolle en el intervalo [0, 1] cualquiera que sea el valor de a. Encontrar el punto
en el cual se cumple la tesis.

fes continua en [0, 1]y derivable en (0, 1).

Ademas, f(0) = a = (1) — Por el teorema de Rolle existe ¢ € (0, 1)
tal que f'(c) = 0.

f’(X)=3X2—1%3C2—1:O%C::|:4/;

8 | Utiliza el teorema del valor medio del calculo diferencial para demostrar
que para cualesquiera nimeros reales x < y se verifica que
cos y —cos x <y —Xx.

Consideremos la funcién f(x) = cos x en el intervalo [x, y] con x < y.

Como esta funcién es continua en [x, y] y derivable en (x, y) — Por el teorema
del valor medio existe ¢ € (x, y) tal que:

Flo) = fly)—f(x) _ Cosy—cosx . _ COSy—COsX
y—X y—X y—X
71§fsenc§1—>M§1—>cosy—cosx§yfx

y—=X

9 | Halla los siguientes limites.

1
) sen x?

a) lim (cos 2x

x—0
1—tg [ﬁx]
b) fim — 2
ot In4x?

a) lim(cos 2x)sex — 1%

x—=0

! |
. — . . In(cos 2x 0
In (//m cos 2X>SEHX2 ] = lim In (cos 2x)| = //m¥ - —
x—=0 x—=0 sen XZ x—0 sen X2 O
'Hopital . —2sen 2x 0  L'Hopital
lim - = —
x>0 Dx cos 2x - oS X2 0
. —4 cos 2x —4
_ lim =—=-)
x>0 2 cos 2x oS x* — 4x sen 2x cos x> — 4x?* cos 2x sen x? 2

1
— lim (cos 2x)% = e

x—=0

-2
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SOLUCIONARIO

1—tg[1x]
b) lim 2 9
il In4x? 0
—[H—tgz[lx]]i —'nX[H—th[EX]] T
UHopital 2.))2 im 2 2 T
X—>— 8X x—)i 4 4
4x°

Determinense los valores de a y b para los cuales /imO
X—

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Cuestion 4)

ax®> 4+ bx +1—cos x 4

sen x?

_ax? 4+ bx +1— cos x 0 LUHépital . 2ax+ b+ senx b
im - — im - —
x50 sen x? 0 x>0 Dx cos x? 0
UHopital

Si b = 0 el limite no existiria, asi que b = 0 opite

. 2ax +senx 0 . 2a + cos x 20 +1 2a+1

= lm—— > — > i = =

x>0 Dx cos x? 0 x=0 2 cos x? — 4x?% sen x* 2-0 2

Asi, 20;1 :1—>2a+1:2%20:1—>a:i
1

Por tanto: a = 3 b=0

561



1 X . ) .

O Representacion de funciones

g

LITERATURA Y MATEMATICAS

Nubosidad variable

A ella le gustaba inventar palabras y desmontar las que oia por primera
vez, hacer combinaciones con las piezas resultantes, separar y poner jun-
tas las que se repetian. Las palabras un poco largas eran como vestidos con
corpino, chaleco y falda, y se le podia poner el chaleco de una a la falda de
otra con el mismo corpifio, o al revés, que fuera la falda lo que cambiase.
Alternando la «f» y la «g», por ejemplo, salian diferentes modalidades
de paz, de muerte, de santidad y de testimonio: pacificar y apaciguar,
mortificar y amortiguar, santificar y santiguar, testificar y atestiguar; era
un juego bastante divertido para hacerlo con diccionario. Algunos cor-
pifios como «filo», que queria decir amistad y «logos», que queria decir
palabra, abrigaban mucho y permitian variaciones muy interesantes. Ella
un dia los puso juntos y resulté un personaje francamente seductor: el
filologo o amigo de las palabras. Lo dibujo en un cuaderno tal como se lo
imaginaba, con gafas color malva, un sombrero puntiagudo y en la mano
un cazamariposas grande por donde entraban frases en espiral a las que
pinto alas. Luego vino a saber que la palabra «filologo» ya existia, que no
la habia inventado ella.

—Pero da igual, lo que ha hecho usted es entenderla y aplicarsela —le dijo
don Pedro Larroque, el profesor de Literatura—. No deje nunca el caza-
mariposas. Es uno de los entretenimientos mas sanos: atrapar palabras
y jugar con ellas. [...]

Al profesor de Matematicas, en cambio, no le divertian nada estos jue-
gos de palabras, le parecian una desatencion a los problemas serios, una
manipulacion peligrosa del dos y dos son cuatro, una pérdida de tiempo.
Cuando un buen dia, sin mas preambulo, empez6 a hablar de logarit-
mos, hubo en clase una interrupcion inesperada y un tanto escandalosa.
La nina del cazamariposas se habia puesto de pie para preguntar si aque-
llo, que ofa por primera vez, podia significar una mezcla de palabra y
ritmo. Las demas alumnas se quedaron con la boca abierta y el profesor
se enfado.

| —No hace al caso, sefiorita Montalvo. Esta usted siempre en las nubes
—dijo con gesto severo—. Le traeria mas cuenta atender.

La nina rubia, que ya estaba empezando a pactar con la realidad y a ente-
rarse de que las cosas que traen cuenta para unos no la traen para otros,
se sento sin decir nada mas y apunt6 en su cuaderno: «Logaritmo: palabra
sin ritmo y sin alas. No trae cuenta».

CARMEN MARTIN GAITE




SOLUCIONARIO 1 O

Nubosidad variable A e A

Carmen Martin Gaite )
Nubosidad

Soffa, la protagonista y narradora de esta novela, es una variable

mujer madura que buscando un documento que le habfa
pedido su marido Lorenzo, encuentra de pronto el libro
escolar con las calificaciones del instituto y eso le hace
recordar algunas vivencias de aquellos dfas y reflexionar
sobre la trayectoria que ha seguido su vida. Para ella,

«los nimeros eran un mero dibujo inalterable y los nombres
que los designaban no daban pie a la fantasia». ;Qué queda
de aquella experiencia escolar?

Yo ahora, si digo «logaritmo», «guarismo», «raiz cuadrada»
0 «ecuacion», veo bastoncitos grises y articulados que reptan

por la alfombra como una procesion de gusanos. "
. ANAGRAVA
Y no se atreve uno a tocarlos. Unidades, decenas, centenas, s rmcanas

millares, pi, tres-catorce-dieciséis. Dan grima. Se enredan unos

con otros, se arremolinan en mi costado izquierdo (porque ya, vencida, me he tumbado
en la alfombra), y los miro de reojo, llena de aprension, avanzar camino abajo, sortear

mi cintura, contornear mis piernas. Desplazarme tampoco puedo: estoy cercada.
Descubro que hay otra procesion de gusanos, igualmente nutrida, que baja por la derecha
mas aprisa. Estos son verdes y, al llegarme a los pies, dan la vuelta y confunden su caudal
con el del bando gris. Pero es un error optico. Pesan mas que la alfombra, y entre todos
impiden que levante el vuelo. No me dejan olvidar que estan ahi.

Los gusanos verdes son las horas muertas, las horas podridas de mi vida entera, horas gastadas
en sortear los escollos de la realidad para lograr aprobar materias que no me acuerdo de qué

trataban, en las que ni siquiera me doy por examinada, a pesar de haber lidiado tanto con ellas.

Porque lo tunico que sé de esas asignaturas es que siempre hay que estar haciéndoles frente
como si fuera la primera vez, y el miedo a suspenderlas sigue siendo el mismo. Muy parecido,
ademas, al miedo de haber perdido los papeles donde pudiera constar que se han aprobado.
Se estudiaban para la nota. No eran optativas. Aprobado en hija de familia. Aprobado

en noviazgo. Aprobado en economia domeéstica. Aprobado en trato conyugal y en deberes
para con la parentela politica. Aprobado en partos. Aprobado en suavizar asperezas, en buscar
un sitio para cada cosa y en poner a mal tiempo buena cara. Aprobado en maternidad activa,
aunque esta asignatura, por ser la mas dificil, estd sometida a continua revision. Tales materias,
sobre todo la dltima, pueden llegar a ser apasionantes. Depende de cémo se tomen.

Pero se parecen a los problemas de logaritmos en una cosa: en que de una vez para otra

ya no se sabe como se resolvieron, ni por qué los tenia uno que resolver.

Aunque ese profesor no quisiera explicar la etimologia
de las palabras que designan conceptos matematicos, v
todas tienen su justificacion. Busca en un diccionario 1 y=log,x
la etimologia de «logaritmo» y ayuda a la protagonista
a cazar visualmente este concepto, dibujando la gréfica
de una funcion logaritmica.

La palabra logaritmo se debe a John Napier y esta formada
por las palabras griegas Aoyoc (logos), que significa razén 0<a<
o cociente, y aptBuog (arithmos), numero, y se define,

asi como un numero que indica una relacién o proporcion.

3/
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Representaciéon de funciones

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calcula estos limites.

2 X3 —x
a) lim (¢ —2x+7) g lim X =x*1 e) lim 8"
X =400 x>t 2 + x X =400
X =2x+7 o xXP+x=2 X
b) lim — d) Ilim — £y lim (x> =1 ~*
X —>+o00 X + 3X X—>+ow X + X X =400
2 —
3 lm (X —2x+7) = 4o & Im XFEXZ2
X —+00 Xt y3 + X2
X =2x+7 X x
b) Im —————— =4 ; X+ —
X =+ X2 + 3x e) X/anoo 8 o
q lim Xox+1 =1 ; o
X =+ XZ + X o f) x/—l(:—?oo (X N 1) ’ - +Oo
002 | Estudia la continuidad y clasifica los puntos de discontinuidad de esta funcién:
X2
si x <2
f(x)=1x—1
x> —x+7 six>2
2
o Six<2: ] — Funcién racional, no definida en x = 1.
X J—
e Six>2:x* — x + 7 = Funcion polindmica, definida en R.
Asf, f(x) esta definida y es continua en R — {1, 2}. Estudiamos la continuidad
enx=1lyenx=2
« Six=1:
XZ
lim f(x) = //'m+ = 4o
. T x—1 — Discontinuidad de salto infinito
im f(x) = Im = —
x=1 x=T x —
« Six=2
2
4
im fx) = lm —~— =" =4
X2 x-2" x — 1 — Discontinuidad de salto finito
im f(x)= lm (xX*=x+7)=4—-24+7=9
x—21 x— 2t
ACTIVIDADES
001

Determina el dominio y los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones.
a) f(x)=+x*—16 b) f(x) = sen x
a) f(x)estddefinidasix? —16>0— (x —4)(x+4)>0
— X € (=00, —4]U[4, +00) — Dom f = (—oco, —4] U [4, +00)
« Cortesconeleje X: Vx? =16 =0 — x* =16 = x = =4 — (—4,0), (4, 0)
« Corte con el gje Y: no tiene ya que x = 0 no esté en el dominio.
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SOLUCIONARIO 1 O

b) Domf=R

« Cortes con el eje X:
senx=0—->x=0+knconkeZ — 0+ kr,0)conke Z

« CorteconelejeV:
x=0—->y=0-(0,0)

|
002 | Halla el dominio y los puntos de corte con los ejes.
2 —
a) f(x) = x° —81
x —7

b) f(x) = log (x + 8)

a) Domf=R—{7}
« Cortes con el eje X:

x* — 81 ,
=0 x"=81- x=%*9—-(-90),(90)
X =7
« Corte conelejeV:
x:0—>y:_—81:§—> O,ﬁ
-7 7 7

b) f(x)estd definida cuandox+8 >0 — x> —8 — Dom f = (—8, )

« Cortes con el eje X:
log(x+8)=0—>x+8=100=1—x=-7 —(-7,0)

» CorteconelegjeY:
x=0—-y=1log8— (0,log 8)

003 | Estudia la simetria de las siguientes funciones.
a) f(x)=+2x*—25 b) f(x) = —x? —27
a) f(—x) =~/2(—x)? =25 =2x? =25 = f(x) — f(x) es simétrica respecto al eje Y.
b) f(—x)=—(—x)* =27 = —x? — 27 = f(x) = f(x) es simétrica respecto al eje Y.
004 | Dibuja la grafica de una funcién que sea:
a) Par. b) Impar.
a) YA b) YA

=<V
=<V

%
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Representaciéon de funciones

005 | Determina el periodo de las siguientes funciones.

a) f(x)= cos x b) f(x) = sen 2x
J ol = ELIN I B0 U . A L
X 5 ™ 5 ™ 5 T 5 41y 5 1y
f(x) 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0 —1

La funcion se repite con periodo 2w cos x = cos (x + 2krw), Vk € Z

o) o | &3 LI BT B S O LN LS
X 4 | 2 | 4 T 4 2 4 T4 2
fox) o] 1] o] =1 ] o0 1 o | -1] o 1 0

La funcion se repite con periodo m: sen 2x = sen (2x + kx), Vk € Z

006 | Lafuncidén que a cada numero le asocia su parte decimal, jes periddica?
Si es asi, jcual es el periodo?

Una funcién que a cada nimero le asocia su parte decimal es periddica
de periodo 1.

007 | Representa una funcién periédica a partir de esta.
Y

1

+

<V

iCual es el periodo?
Y

El periodo de esta funcién es 5.

008 | Escribe una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas cuyas ecuaciones

son:
a) x=4yx=-2 b) x=1yx=0
Respuesta abierta. Por ejemplo:
(x —4)x+2) x(x —1)



009

010

011

SOLUCIONARIO 1 O

Halla las asintotas verticales de las funciones.

a) f(x)=log(x* —16) b) f(x)=

x—1

a xX*—=16>0—>(x—4)(x+4)>0— x €(—o0, —4]U[4,+x)
Asi, tenemos que: Dom f = (—oo, —4]U [4, 4-o0)
lim log (x* —16) = —o0 — Asintota vertical: x = —4

X—=—4"

lim log (x* —16) = —oo — Asintota vertical: x = 4

x— 4"

b) x—1=0—=x=1—=Domf =R —{1}
2

//‘m1 = oo — Asintota vertical: x =1
X—> X_‘]

Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas horizontales.

X 2
a) flx)=— b) f(x) = —X
e’ +1 x—1
a) lim = 1— Asintota horizontal: y =1
X—+oo €X +]
e* 0

li = —— = 0 — Asintota horizontal: y=0
xomw X ] 041

b) fim 2 = oo

X —+00 X_‘]

) — f(x) no tiene asintotas horizontales.

li

X——© X_‘I

= —00

Determina la situacion de la grafica respecto de las asintotas horizontales de estas
funciones.

a) flx)= ——— b) f(x)= —
x*+3 x2 —1

. X
a) lim —— =1— Asintota horizontal: y = 1

2
¢ Six > 40— S Y BN f(x) esta por debajo de la asintota.
x*+3
2
¢ Six—> —o— 5—3 — 1< 0 — f(x) estéd por debajo de la asintota.
X+

b) lim

X2 x _'I

= 0 — Asintota horizontal: y =0

+ SiX = 400 — — —0 >0 — f(x) estd por encima de la asintota.

x°—1

¢ Six—> —00—> — 0 < 0 — f(x) estéd por debajo de la asintota.

x?—1

567



Representaciéon de funciones

012 | Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas oblicuas.

2 —XZ
a) flx) = = b) flx)= X 13
x —1 X+ 2
2
a) Im M://m X =1=0—>m=1
X2y X— 0 X(x_’l)
‘ , x? X=X+ x .
im (f(x)—mx): im [ —x]: im []: im =]—>n=1
X — o0 X — o0 X_] X — 00 X_‘l X —>00 X_]

— Asintota oblicua:y = mx+n—y = x+1

2
X —> X X — oo X(X+2)
_ 2 2 2
im (F) —mx) = lim | 253 x| = gy X3 X2
X —> o0 X —> 0 X+2 X — o0 X+2
—m 22—
X —> o0 X—|—2

— Asintotaoblicua:y =mx+n—-y=—x+2

013 | Determina la situacion de la gréfica respecto de las asintotas oblicuas
de estas funciones.

a) f(x)= X' +2 b) f(x)=+x2+5

X —1
2
a) //'mm:/im X7+2:1¢Oem=1
X— o0 X X— o0 X(X—])
2
im (f(x)—mx): lim X +2 — x| = lm [X+2]:1%n:1
X — 00 X —> 00 X_] X =00 X_‘]
— Asintotaoblicua:y = mx+n—y = x +1
2
) — (mx4m=T2 g3
x—1 x—1

e SiX—> 40—

> 0 — f(x) esta por encima de la asintota.

X —1
¢ Six > —0— ] < 0 — f(x) esta por debajo de la asintota.
X_
2
b) lim o _ lim X7+5:1¢O—>m:1
X—>+4oo X —>+00 X
2 2
lim (fx)—mx) = lim (\/xz—i—S —x>: im 2
X =400 X —>+o00 X —>+o00 X2+5 +x
= lm ——2— =0
X =00 /XZ_I_S —|—X

— Asintota oblicua: y = x
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2
o) _ im XS 0 m—
Xo—w  y Yoo X
2 2
im_(Foo—mx)= im (V45 +x)= lim 22X =

X—>—00 X——00 om0 [x? 45 —x

5

= lm ———=0
X =+ /X2 +5—x ]
— Asintota oblicua: y = —x
. 5 ) . .
¢ Six = 40— ———— >0 — f(x) estd por encima de la asintota y = x.
x*+5 + x
. 5 } . ]
« SiXx = —00 &5 ——=—> 0 = f(x) estd por encima de la asintota y = —x.
2
NXT+H5 —x
|
014 | Estudia si estas funciones presentan ramas parabdlicas.
a) fx)=x"—x>+4 b) g(x)=xInx
a) Funcién polinémica — Dom f = R — No tiene asintotas verticales.
im (x* = x>+ 4)= 4w
o — No tiene asintotas horizontales.
lim (x* — x>+ 4) = 4o
X——00
o f(x X=X 44
Jim 00 _ m XX L
e x o e . — No tiene asintotas oblicuas.
o f(x) .o xXt=x+4
im —= Im ——— = -
X —>—00 X X —>—00 X
Por tanto, la funcién tiene ramas parabdlicas cuando x — +oo y x — —ce,
b) Dom g= (0, +)
1
. . Inx co L'Hopital X ,
im xInx = 0-0— [im - — P = Jm (=x)=0
x—0" x—0*t x—0*t x—0"
X x?
— No tiene asintotas verticales.
Xﬁrgw x In x = +00 — No tiene asintotas horizontales.
) (x) ) xIn x . . , .
im 2~ i = lim In x = +00 — No tiene asintotas oblicuas.
X —>+0o0 X X =4 X X — 400
Por tanto, la funcién tiene una rama parabélica cuando x — +e.
— X
015 | Determina las ramas infinitas de f(x) = .
X2 41

Dom f= R — No tiene asintotas verticales.

im f(x)= Ilim =0
X =+ X—too 2 +1 ) )
— Asintota horizontal: y =0
lim f(x)= lim =0

X——00 X——o y? +1

Como la funcion tiene asintota horizontal cuando x — +o0y cuando x — —oo,
no tiene asintotas oblicuas y tampoco ramas parabdlicas.
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016 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de estas funciones, y calcula los maximos

y minimos.
2 2
a) fx) = —% b) flx)= =3
x—1 X+ 2
a x—1=0->x=1=Domf=R—{1}
2 =0
f’X)ZX 2X=O—>X2—2X:O—>{X
(x =1y =

« En(—o0,0) U (2, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(0, NU(1, 2) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

x=0-—>f(x)=0—=(0,0) Maximo XxX=2-=sfx)=4—>

b) x4+2=0—>x=-2—=>Domf=R—-{=-2}

—x?—4x -3

f'(X):ZO%—X2—4X—3:O—>{X:_
X =

(x + 2)?
« En (=3, =2)U (=2, =1) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
o (=00, =3)U (=1, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

x=-1=f(x)=2—= (-1 2) Maximo
X =-3=>f(x)=6—>(=3,6) Minimo

(2, 4) Minimo

017 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de las funciones, y halla los maximos

y minimos.
a) f(x)=x*—-3x+15 b) f(x)=+x*+5
a) Domf=R

f’(x)—2x—3—0—>)<—§

- En [—oo, i] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

. En [; +oo} — f'(x) > 0 = f(x) creciente
3

x:—>f(><):51+(3, 5]] Minimo
2 4 2 4
b) x?4+5>0, WxeR—->Domf =R

flx) = ———=0-x=0

NEGE
« En (=00, 0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

« En (0, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

x:O—>f(x):\/§—>(O,\/§) Minimo
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SOLUCIONARIO 1 O

Estudia la concavidad y convexidad de estas funciones, y calcula los puntos

de inflexion.
2 —x24+3
a) flx)= =~ b) flx)= X T3
x—1 X+ 2
a x—1=0->x=1=Domf=R—-{1}
2_
F(x) = X 2X
(x =1
f'(x) = 2

(x =1’

« En(—o0, 1) = f"(x) < 0 = f(x) convexa
« En(1, +00) = f"(x) > 0 = f(x) cdncava

b) x+2=0->x=-2—>Domf =R —-{-2}

= 0, ¥x € R — No presenta puntos de inflexion.

p— 2 [e— —
Flx) = X°—4x —3
(x+2)
f'(x) = =2 = 0, ¥x € R — No presenta puntos de inflexion.
(x+2)

« En (=00, —2) = f"(x) > 0 = f(x) cOncava

e En(=2, +0) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones,

y comprueba el resultado graficamente.

(x> +5x> +5

a) f(x)=x*—3x+15 b) f(x)=+Vx>*+5
a) Domf=R YA
f'l(x)=2x-3 f( )/
f(x)=2>0, ¥x € R /
Por tanto, es f(x) concava en todo su
dominio y no presenta puntos de inflexion. |
X
b) x>’4+5>0,VxeR —Domf =R 14\
Flx) = —m p
X2 + 5 (X///
— 2 N /’/
X2 _|_ 5 _ ;(—5 N 7
F'(x) = VD RS
x? +5 : -
5 X
= >0 v eR

Asi, f(x) es céncava en todo su dominio y no presenta puntos de inflexion.
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020 | Representa las siguientes funciones polindmicas.

a) flx)=x*—12x b) g(x) = —2x° + 6x
a) Domf=R
» Cortes con el eje X:
f(X)=0—>x*—12x=0->x(x*>—-12)=0—> x=0 -
B B B x =32

« CorteconelejeY. x =0—f(0)=0—(0,0)
Como fes una funcion polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im (x* —12x) = 400 im (x* —12x) = 40

x> e x5 oo

fX)=4x*-12=0—> x=33

- En (—OOI 3/?) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En (é/5 +°°) — f'(x) > 0 — f(x) creciente Y4

x=33 5 f(3) =303 —1233 = —9¥f3
- (3/5—95/5) Minimo 201

f'(x)=12x>=0—> x=0

0), (¥12,0)

« En (=00, 0) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava A X
« En(0, +00) = f"(x) > 0 — f(x) concava I
No presenta puntos de inflexion.
Domg=R
+ Cortes con el eje X:
x=0
g(x):O—>—2x3+6x:0—>x(—2x2~|—6):O+{X:i\/§
—(—/3,0),(0,0),(0,v3)
» CorteconelejeY:x=0—g(0)=0—(0,0)
Como g es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
Xﬁmm (=2x% 4+ 6x) = 400 Xﬁrzw (=2x° + 6x) = —
g'(xX)=—6x"+6=0— x =+
o En(—o0, =) U (1, +0) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(=1,1) = g'(x) > 0 — g(x) creciente
x=—-1-g(-=)=-2(=1°+6(-1)=—4 v
— (=1, —4) Minimo
aix)

x=1-9g)=-2-P+6-1=4

— (1, 4) Maximo :
g'x)=—-12x=0—->x=0 "

« En(—o0, 0) = g"(x) > 0 — g(x) cOncava
« En (0, +oo) g"(x) < 0 — g(x) convexa
x=0-—g(0) =0-— (0,0) Punto de inflexion
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SOLUCIONARIO 1 O

Representa estas funciones polinédmicas.

a) f(x)
b) g(x)

a)

=6x" — 12x3 — 4x

=—x*+x
Domf=R

« Cortes con el eje X:

f(X):O—>6X5—]2X3—4X:O—)X(6X4_]2)(2_4):0_) X =
X = £1,51

» CorteconelejeY:
x=0—-10)=0-(0,0)
Como fes una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (6x° —12x> — 4x) = —o0

X — —oo

im (6x° —12x% —4x) = 4+

PR
f'(x) =30x" —36x° — 4

flx)=0—->x==114

o En(—o0; —1,14) U (1,14; +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—1,14;1,14) - f'(x) < 0 — f(x) decreciente

x = =114 — f(=1,14) = 10,79 — (=1,14, 10,79) Maximo

x =114 - f(1,14) = =10,79 — (1,14; —=10,79) Minimo
f"(x) = 120x> — 72x

x=0

f'(x) =0 — x(120x* =72) =0 —
x ==x077

« En(—o0; —0,77)U(0; 0,77) — "(x) < 0 — f(x) convexa

« En(=0,77; 0) U (0,77; +0) — "(x) > 0 — f(x) cOncava

x =—077 = f(—0,77) = 693 — (—0,77; 6,93) Punto de inflexion
x=0->f(0) =0 — (0, 0) Puntodeinflexion

x =077 = f(0,77) = —6,93 — (0,77, —6,93) Punto de inflexién

YA

P

SN

<
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Representaciéon de funciones

b) Domg=R

» Cortes con el gje X:

g(x):—X3+X:O—>X(—X2+1):O—>{§:O 5 (=1,0), (0, 0), (1, 0)

= =+1

« CorteconelegjeV:x=0—-g(0)=0—(0,0)

Como g es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (—=x> 4+ x) = +o0

im (—x> 4+ x) = —o0
X — +o0
gxX)==-3x*+1=0—>x == il :_—\/g
3 3
« En | —o0, —\/3 U \/E +oo| = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En ; \/E] — g'(x) >0 — g(x) creciente

Minimo

)R
S R

g'x)=—-6x=0—->x=0

Méaximo

« En (=00, 0) > g"(x) > 0 — g(x) concava
« En (0, 4o0) = g"(x) <0 = g(x) convexa
x=0—g(0)=0—(0,0) Punto de inflexion

YA

022 | Representa las siguientes funciones racionales.

2
x? —5 b) glx) = X

a) f(x)= 3
X X + X
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a)

SOLUCIONARIO 1 O

Domf=R — {0}

« Cortes con el eje X:
2

f(x)=0—> ] :O—>x2—5:O—>x:i\/§—>(—\/§,o),(\/§,o)

X

- Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.
2

) . -5 , .
im f(x) = lm = oo — Asintota vertical: x =0

x>0 x>0 X
2
. . xX° =5
im f(x)= Im =400
X = +o0 X = 4o X . , .
5 — No tiene asintotas horizontales.
. X =5
im f(x)= lm = —
X — —0 X — —© X
f(x . x?-=5
I L://m =1z2z0->m=1
X —> oo X X — X2

X —> o0 X = o0 X X =00 X

2_ —
lim (f(x)—x): lim [X 5—x]: lim —5:O—>n:0

— Asintota oblicua: y = x

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene Y4
asintota oblicua cuando x — 4o ) "
y cuando x — —o. ] X
2 P
, x°+5 . -
fl(x)= j > 0 — f(x) creciente 217/
X T Ly
No presenta maximos ni minimos. ’/f,— X
" —10 i ]
f'(x) = = 0 — flx) no presenta I
X puntos de inflexion. x=0 1l

« En(—o0, 0) = F"(x) > 0 — f(x) cOncava
« EN(0, +00) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

X+ x=0=>x(x>+1)=0—x=0—->Domg=R—{0}

« Cortes con el eje X:
2

; =0 — x = 0 = No tiene porgue g(x) no estd definida
X"+ X para x = 0.

« Corte con el eje Y: no tiene porque g(x) no esté definida para x = 0.
X2 0 L'Hopital . 2x
- — lim

gx)=0-—>

lim = 0 — No tiene asintotas verticales.
=0+ x 0 X=0 3% 41
2

im g(x)= lim - =0

X = +0o0 X = +oo
X j X — Asintota horizontal: y = 0

) ) X

im g(x)= i =0
X = —o X = =00 y3 + X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota

horizontal cuando x — 400y cuando x — —co.
4 2 2
— —x2 +1
gi="2TC XL g =
0C+x)7
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Representaciéon de funciones

« En (=00, =) U (1, +0) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(=1,0)U(0, 1) = g'(x) > 0 — g(x) creciente
1

x=—l-og-=—-——>
2

-1, —1] Minimo
2
1 1 , .
x=1->9g)=——> [1, ] Maximo
2 2

2x° — X
Q”(X):X6X=O—>2X3—6X:O—>{

(O + 1P x =3
« En(—o0, —/3)U(0, v/3) - g"(x) < 0 = g(x) convexa
- En (_\/E O)U (\/g +oo) — g"(x) >0 = g(x) cdncava
v =5 o g(—3) = fﬁ[f b
X =0 - g(0) = 0 — (0, 0) Punto de inflexion

x:\/§—>g(\/§>:£—> \Eﬁ Punto de inflexion
4 4

Punto de inflexion

YA
‘I--
g(x)
—+——+——+—+—+——+—+—+—+—+—++>
1 y=0- X

Representa estas funciones racionales.

a) f(x)=

x> —3 _x*—=3x

X X

a) Domf=R —{0}

3_
- Cortesconeleje X:f(x) =0 — =3 :O—>x:3/§—>(é/§,0>

X
« Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.
3
) X0 = ) .
im f(x) = lim = oo — Asintota vertical: x=10
x—0 x—0 X
3
. . x> =3
lim f(x)= Ilm =4
X = +o0o X — +o00 X . , .
, — No tiene asintotas horizontales.
, X =3
lim f(x)= lm = 4o
X — —© X — —o0 X
. f(x ) x> =3
fi L = [im — =+
X = +oo X = +oo
X 3X — No tiene asintotas oblicuas.
o f(x) o x*=3
im ——= Im = —o0
X -y X = —w X2



b)

SOLUCIONARIO 1 O

Tiene ramas parabolicas:

3 3
m fx)= fm 23 — 4o Im fo)= lim 23 = e
X — o0 X — +oo X X — —0 X — —00 X
3 _
F=2F3 0 o0 1320 x=3= =—1.4
x? 2
. En {—oo, 3 _73 — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
-3 , ,
. En [3 7,o U (0, +00) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
- - 3/192 _ 3192
2 ) 4 2 4
" 2X3_6 3 3 3
Fr)=""2 =052 -6=0-x=33 (3,0
X

e En(—o0, 0) U (3/? -|—oo) — f"(x) >0 — f(x) concava
« En (O, é/g) — "(x) <0 = f(x) convexa
x=33 5f3)=0- (3/? O) Punto de inflexion

YA
\
/ fx)
\ /
\ 20 /
N /
N V4 _
X
Domg=R — {0}
« Cortes con el eje X:
4_
g =0T o C3x =0 x(xP=3) =0

X —>x:3/§—><%/§,0)

« Corte con el eje Y: no tiene porque g(x) no esta definida para x = 0.

ox"=3x 0 UHopital . 4x3—3 , .
im — — — lim = —3 — No tiene asintotas
X =0 X O X =0 ] .

verticales.
4

. . xX* —3x

im gx)= Im ———— =4
X — 400 X — 4o X . , .

<y — No tiene asintotas horizontales.

) ) X" —3x

im g(x)= Im ———=—-
X = —00 X = —0 X

4

. X ) xX* —3x

lim gix) = lm —— =4
X = 400 X X — 4o X . , .

00 03y — No tiene asintotas oblicuas.
X ) X" —

lim 9X) _ lim = 4o

X = —0 X X — —0 X
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Representaciéon de funciones

Tiene ramas parabdlicas:

4 4
lim g(x)=lm Q = 4o im g(x)= lim xii-}x = —

X = +oo X — 400 X X — —o0 X — —o0 X

gx)=3x"=0—->x=0

« En (=00, 0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

« En(0, 4+) = g'(x) > 0 — g(x) creciente Y

No presenta maximos ni minimos. 9(x)
g'x)=6x=0—->x=0 :

« En(—o0, 0) = g"(x) < 0 = g(x) convexa EEERRD==e! >

« En(0, +0) = g"(x) > 0 — g(x) cOncava

No presenta puntos de inflexién, ya que
en x = 0 no esté definida la funcion.

Representa las siguientes funciones con radicales.
a) f(x)=+vx—3 b) g(x)=+Vx*—7x

a x—3>0— x>3—>Domf =][3, +w)

« Cortesconeleje X:f(x) =0>x—3=0—->x=3—>(3,0)

« Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.

No tiene asintotas verticales porque en el extremo del dominio la funcion esta
definida.

lim ~'x—3 =+ — No tiene asintotas horizontales.

X — +00

o f(x) o Nx-=3 . ) .

im —= = Jm ———— = 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X = +oo X X =+ X

Tiene una rama parabdlica: im ~vx—3 = 4o

X — +o0
1

Nx—3
No presenta maximos ni minimos.
f"(x) = - <0, Wx € (3, +0) = f(x) convexa

4(x —3Vx—3

No presenta puntos de inflexion.

f'(x) = > 0, Vx € (3, +00) = f(x) creciente

Y



SOLUCIONARIO 1 O

x> —7x>0— x €(—o0, 0]U[7, +00) = Dom g = (—oo, 0]U[7, +0)

- Cortesconeleje X:g(x) =0 — Vx* —7x =O—>{X:(7)—>(O, 0), (7, 0)
¥ =

« CorteconelejeY:x=0—1(0,0)

No tiene asintotas verticales.

fi x2 —7x =4
X — +o0

— No tiene asintotas horizontales.
im Nx?=7x =+

X —> —00

_glx) o NXP=T7x

im = m ——=1->m=1
X = 4o X X — +oo b%

2 _T7x—x?
Iim (gx)—x)= lm (Nx*—=7x —x)=Im o zxex
X—)+OO< ) X~>+oo( ) X — 400 ’X2—7X+X
. —/X —7 —7
= im —L = spn=_—"
X = 400 X2—7X+X 2 2

. . 7
— Asintotaoblicua:y =mx+n—y =x— B

2_
lim Q(X): lim X—7X:—1—>m:—1

X — —0oo X X —> —00 X

2 2
im (g +x)= fim (V67 =7x +x) = im =L

X = —©0 X — —o0 X — —© ,X2—7X—X

) —7/X Vi
= m —mm———=——>n=-—
X — —o0 /X2_7X_X 2 2

. . 7
— Asintotaoblicua:y =mx+n—y =—x+ B
No tiene ramas parabdlicas.

g'(x) = S A 0—>x= z ¢ Dom g — No presenta maximos
N xt =7x / ni minimos.

« En (=00, 0) = g'(x) < 0 = g(x) decreciente

« En(7, +0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

g"(x) = —4 <0, Wx € (—o0, 0)U(7, +00) = g(x) convexa
4(x? — 7)()\/)(2 —7x

No presenta puntos de inflexion.

YA

A<
O
N

)

P,
/0
-

<

579



580

Representaciéon de funciones

025

Representa estas funciones con radicales.

a) f(x)=+x3®—x?
b) g(x)=x+/x

a X—xX2>0-o X x—=01>0—>x>1->Domf =1, +x)

« Cortes con el eje X:

f(x)=0— Vx> —x? :Oax%x—]):O—){XZO—MLO)

X =1
» Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.

No tiene asintotas verticales.

lim ~x®— x? =400 — No tiene asintotas horizontales.

X — +o0

o f(x) . x? —x? . . ‘

im —= = Jm ——— = +o00— No tiene asintotas oblicuas.
X — 400 X X — 400 X

Tiene una rama parabdlica:

fi x> —x’ = 4w

X — +o0
3x2 — 2x
N X3 = x?

2 , S
— x =0, x=—¢ Dom f — No presenta maximos ni minimos.
3

fl(x) = =053 -2x=0->x(3x—2)=0

f'(x) >0, ¥x € (1, +00) — f(x) creciente
443 2
F1(x) = 3x 4x _ 3x° —4x 0
4(x3 — Xz)\/X3 —x? 4(x — 1)\/)(3 —x?

4
—>x(3x—4):0—>x:0,x:§

1, 4] — "(x) < 0 = f(x) convexa

, +00] — f"(x) >0 — f(x) concava

9 3 9

_4%,([4J:4@%[4/4£

] Punto de inflexion




026

SOLUCIONARIO 1 O

b) Dom g=[0, +0)

. Cortes conel eje X: g(x) =0 = x +Vx =0 x =0 (0, 0)
« CorteconelejeY:x=0—-g(0)=0—(0,0)
No tiene asintotas verticales.

lim (x +~/x) =+ — No tiene asintotas horizontales.

X — 4o
. X ) X X
lim gx) _ lim +—r=1—>m=1

X=>tw  x X =+ X — No tiene asintotas oblicuas.
im (gx)—x)= Ilm (x+ x = x)

X =+ X — +0o

Tiene una rama parabollca /m (x ++x

g'(x) > 0 — g(x) creciente
2\/7

No presenta maximos ni minimos.

g"(x) = -1 0, Wx € (0, +0) — g(x) convexa
4X\/;
YA
/,
//C] X
/
/
A

<V

Representa las siguientes funciones exponenciales.
a) fix)=e>*+7 b) g(x) =5+ ¢e”

a)

Domf=R
« Cortes con el eje X: no tiene.
« CorteconelejeY:x=0—f(0)=8—(0,8)
No tiene asintotas verticales.
lim (e™ +7) =7 — Asintota horizontal

X = 40

lim (e™* +7) = 4+ — No tiene asintota horizontal.

X = —0

) f(x , e +7 . . )
lim L = Jim ———— = 40 — No tiene asintotas oblicuas.
X -y X = —w X vi
Tiene una rama parabdlica:
im (e +7) =400
X = —oo
f'(x) = —e™™ < 0 — f(x) decreciente
No presenta maximos ni minimos. \\ (x

wl

f'(x)=e™* >0 — f(x) concava

No presenta puntos de inflexion.

<V
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Representaciéon de funciones

b) Domg=R
« Cortes con el eje X: no tiene.
« CorteconelejeV:x=0—-g(0)=6—(0,6)

No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:
im (54 e*) = 400 — No tiene asintota horizontal.

X — +00

lim (54 e*) =5 — Asintota horizontal: y = 5

X = —0

. X . 5+ ¢e" . , .
fim gx) = |im = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
X = +oo X X = +oo X

Tiene una rama parabdlica:
im (5+¢e*) =40

X — 400
g'(x) =e* >0 — g(x) creciente
No presenta maximos ni minimos.

g"(x) =e*>0—g(x) concava y no presenta puntos de inflexion.

YA

027 | Representa estas funciones exponenciales.

a) f(x)=e' b) gix)=e 2

a) Dom =0, +o0)

« Cortes con el gje X: no tiene.

- CorteconelejeY:x =0—f(0)=e’=1-=(0, )

No tiene asintotas verticales.

lim e = +o0 — No tiene asintotas horizontales.
X = 4o

) f(x) ) eV . , )

lim —~= I|m = +o00 — No tiene asintotas oblicuas.
X — 400 X X — +00 X

Tiene una rama parabdlica: /im e = +4oo

X — 4o

1
2Wx

No presenta maximos ni minimos.

f'(x) = eV > 0 = f(x) creciente
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SOLUCIONARIO 1 O

Jx Jx
f”(x):e € :Oa&e&—e&:O—>e&<\/;—1):0—>x:1

ax 4x3Ix

« En(0,7) = f"(x) <0 — f(x) convexa

« En(1, 4+00) = f"(x) > 0 = f(x) cdncava
x=1—=f(1)=e — (1, e) Puntodeinflexion

YA

>

Domg=R

« Cortes con el eje X: no tiene.

« CorteconelejeV:x=0—9g(0)=e"=1-(0,1)
No tiene asintotas verticales.

—x?

lim e 2 =0 — Asintota horizontal:y =0

X —00

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

—x?

’

gx)=—xe 2 =0—->x=0
« En (=00, 0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

« En (0, +) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
x=0-—>1(0)=1— (0,1 Maximo

g'x)=—e? —xe ? (—x)=e 2 (X’ =) =0—x==*]
« En (=00, =) U (1, +) = g"(x) > 0 — g(x) concava
« En(=1,1) - g"(x) <0 — g(x) convexa

-1 -1
x==—1=>fh=e? — (—1, e? ) Punto de inflexion

-1 -1
x=1=f)=e?2 — (1, e 2 ) Punto de inflexion

YA

~

<Y
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028 | Representa las siguientes funciones logaritmicas.
a) f(x)=In(x+4) b) gx) =In(x* — 4)
a) Xx+4>0->x>—-4—>Domf = (—4, +x)
« CortesconelejeX: In(x+4)=0—->x+4=e"=1—-x=-3—-(-3,0)
« CorteconelejeY: x=0—->f(0)=In4—>(0,In 4)
lim In(x+4)=—o — Asintota vertical: x = —4

X — —4T
im In(x + 4) = +00 — No tiene asintotas horizontales.
X = +oo
‘ f ) I 4 . , .
lim ﬁ = [im M = 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X =+ X X = +oo X %
Tiene una rama parabdlica: EX_ -
im In(x +4) = +oo ! )
X = +oo : 2
f'(x) = > 0 — f(x) creciente 7 ] "
x+4 :
1 :
f"(x) = ———— < 0= f(x) convexa i
(x+4)? .

b) x) —4>0—(x—2)(x+2)>0— x € (—o0, —2)U(2, +o)
— Domg = (—oo, —2) U (2, o)

« CortesconelgjeX: IN(x? —4)=0—->x"—4=e"=1>x*=1+4
> x=+J5 > (=5,0),(5,0)
« Corte con el gje Y: no tiene porque g(x) no esta definida para x = 0.
lim In(x? —4) = —o0 — Asintota vertical: x = —2

X — =27

lim In (x? —4) = —c0 — Asintota vertical: x = 2

X =27

im In(x* —4) =4

S , — No tiene asintotas horizontales.
im In(x* —4)= 4o
X — —00
. X . In(x? —4
lim glx) = |im ¥ =0
e (X | o o ZX 5 — No tiene asintotas oblicuas.
‘ X ) n —
lim 9 = |m ——~=0
X — —0 X X = —o0 X

Tiene ramas parabolicas:

im In(x>—=4)=+4+0 lim In(x*—4)=4ow

X = +00 X — —o

« En (=00, —=2) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En (2, +o0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

g"(x) = ————— < 0 — g(x) convexa
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SOLUCIONARIO 1 O

]
029 | Representa esta funcién logaritmica: f(x) = In (x> — x + 1)
X =x+1>0,WeER =>Domf =R
« CortesconelgjeX: In(x> —x+1)=0—= x> —x+1=e"=1- x> —x=0
- {X =Y 50,0,0,0
x =1
« CorteconelejeY:x=0—->y=In1=0—-1(0,0)
No tiene asintotas verticales.

im In(x*—=x+1) =+

e — No tiene asintotas horizontales.
im In(x* =x+1) =4
2 _
lim M = lim In(x—x—H) = 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X — oo X X — 0 X
Tiene ramas parabolicas:
im In(x*=x+1) =+ lim In(x* —x+1) =+
X = +o0 X — —00
Fl=—2X1 0 x—1=0ox=_
x> —x+1 2
. En [—oo, %] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
. En [% -|-oo] — f'(x) > 0 — f(x) creciente
X:i—>f(x):|ni—> l,lni Minimo
2 4 2 4
J— 2 —— — J—
f"(X):M:O_)X:L\/g:_OBJ;X:]—\/gz],y
(x? —x+1)? ) _
.« En [—oo, - +2\/§ Ul == \/E +oo | — f"(x) < 0 — f(x) convexa
e el +2\/§, - _2\6 ] — "(x) >0 — f(x) cdncava
= —1—1—2\/3 —f —1+2\/§ = 041— (=0,37; 0,41) Punto de inflexién
X = _1_;? - f[ _1_;? ] = 041— (1,37;041) Punto de inflexion
YA
~ fx)_+—
N //

<
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em si x <1

030 | Representa la funcion: f(x) = 1~ )
X*—=x4+1 six>1

f(x)= eV~ s Esté definida para x <0 — Dom f = (—oo, 0] U [1, 4-00)
« Cortes con el gje X: no tiene.
. CorteconelejeY:x:O—>y:eJa =1-(0,7

No tiene asintotas verticales.

im x> =x+1=4w

X — +o0o

N — No tiene asintotas horizontales.
im e¥™ = +4oo
2 —
i L0 XX
X = +oo X X — +00 )%
lim eﬂ N © L'Hopital lim —eﬂ N o
X = —0 X o0 X = —0 A /*X 0/0]
e
L'Hopital im 2N —x — m - ieg -
X — —o0 —2 X — —o0 2
2N —x
— No tiene asintotas oblicuas.
Tiene dos ramas parabdlicas:
im x> —x+1=+4ow im eV = 4o
X — +0o0 X — —00
—1 N
, eV s x <1 1
FX) =1 24 =x fiix)=0—->x=—
2x —1 Siox > 1 2
« En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
e« En(1, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
eH - eJ: sio x <1
f(x) = J=x f'(x)=0— x=—1
2 siox > 1

« En(—o0, =) U (1, +00) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava
¢« En(—=1,0) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

x=—1=f(=1)=¢e — (-1, e) Puntode inflexion
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031

Representa la funcién: f(x) = {

SOLUCIONARIO 1 O

—x? si 2 <x <2
In (x> —4) resto
Domf=R —{-2,2}
« Cortes con el eje X:

f(x) =0 (0,0, (—5,0), (5, 0)
« CorteconelejeV:

x=0->y=0-(0,0)

im In(x* —4) = —o0 — Asintota vertical: x = —2

X ——=2"

lim In(x? —4) = —0 — Asintota vertical: x = 2

x — 2"

im In(x*—4)=4ow

o — No tiene asintotas horizontales.
im In(x*—4)=+ow

X — —o0
o In(x*—4) ) ) )

im ——— = = 0 — No tiene asintotas oblicuas.

X — oo X

« Tiene ramas parabdlicas:

lim In (x> —4) = +oo lim In (x> —4) =+

X = +oo X — —0

« Crecimiento:

—2x Si—2<x<2
f'ix)=
x*—4
f(x)=0->x=0
« En(—o0, =2) U (0, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

resto

« En(—2,0) U (2,+) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
x=0—f(0)=0—(0,0) Maximo
» Concavidad:
=2 Si—2<x<2
f'(x) =1 —2x* -8
(x* —4)

resto

« En(=2,2) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

., —2x*—8
e ENR —(=2,2) = f"(x) = ———— < 0 = f(x) convexa
(x> =4y

YA

PO
L e
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Representaciéon de funciones

032 | Representa las siguientes funciones con valor absoluto.
a) f(x):4x+‘—x2—18x b) g(x):‘x3+2x2—6x

4x — x> —=18x si —x> —=18x>0
a) f(x)=
Ax 4+ x*+18x si —x> —18x <0
—x? —14x si x €[—18,0]
x> 4+22x  si x €(—o0, —18) U (0, +o0)

Se trata de representar dos parabolas en sus respectivos intervalos.

Por tanto: f(x) = {

Puntos de interseccion:

xz14X:X2+22X—>2X2+36x:0ex(2x+36)20—>{x_018
X =—

x=0->y=0-(0,0)
x=—-18—>y=-72—-(-18,-72)
Vértice de f(x) = —x? —14x — (=7, 49)
Vértice de f(x) = x> + 22x — (=11, =121

Y
20

b) Estudiamos primero la funcion f(x) = x* + 2x? — 6x y tras representarla,
dibujamos las partes negativas como positivas haciendo una simetria respecto
del eje X.

Dominio f=R
«+ Cortesconel gje X:

X =
X422 —6x=0->x(x*4+2x—6)=0—>
x:—1i\/7

«CorteconelgieV:x=0—->y=0—(0,0)
Como fes una funcion polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im f(x) = —o0 im f(x) = 4o

X = —© X > +oo
_) + 4/ _
f’(X)—3X2+4X_6_O_>X_2—22_>{X 2,23

3 x=09
.« En [—oo, —2 _3 22 U =2 +3 22 ,+oo| = f'(x) >0 — f(x) creciente
« En [ =2 73 22 , =2 +3 22 ] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
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SOLUCIONARIO 1 O

x = —223 — f(=2,23) = 12,24 — (—=2,23; 12,24) Maximo
x =09 - f(09) =—-305— (09 —3,05 Minimo

CorteconelejeY:x =0—-y=0—-(0,0)

En (—oo, —3) la funcién es negativa, por lo que para conseguir el valor absoluto,

dibujamos la simétrica respecto al eje X.
Representamos f(x) = —e* en el intervalo (0, +0).
No corta al eje X.
CorteconelejeV:x=0—-y=—-e"=—-1-(0,—1)
No tiene asintotas verticales.

lim —e* = —o0o — No tiene asintotas horizontales.
X — +oo
_ X
lim = —oo — No tiene asintotas oblicuas.
X=tw oy
Tiene una rama parabdlica: im —e* = —o0

X = 400

f'(x) = —e* < 0 — f(x) decreciente

f"(x) = —e* < 0 = f(x) convexa
Yi

==

~

f"(x)—6x+4—o—>x—_—4:%2:—0,67
YA
« En [ ] ) < 0 — f(x) convexa I
|
/ |
- En {— +oo] ) >0 — f(x) concava 8 /
3 \
Il T A
=2 [ ] 124 _ 459 N .
3 - ik X
-2 1
— | —, —] Punto de inflexién
327
Representa esta funcion: f(x) = {' —x* —=3x| i x <0
—e” six>0
« Representamos f(x) = —x” — 3x en el intervalo (—oo, 0].
Se trata de una pardbola de vértice [_—3 2]
2 4
. ) X = O
CortesenelejeX:—x* —3x =0 — 3 —(0,0),(=3,0)
X =—
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Representaciéon de funciones

034

035

036

037

038

Halla el dominio de las siguientes funciones polinémicas.
a) y=1-—2x b) y=x*—2x-3 0 y=x>+4x d) y=(x>—4)

El dominio de cualquier funciéon polindmica es R.

Calcula el dominio de estas funciones racionales.

3x x2
y: C) y:

X—2 b)
x —3 x> —9 x —1

a) y=

a) x—3=0— x =3 — Dominio =R — {3}
b) x2—9=0— x =*3 - Dominio =R —{-3, 3}

0 x—1=0—= x=1—=Dominio =R — {1}

Determina el dominio de las siguientes funciones con radicales.

a) y=+3—x +3 Q y=\x'+25

b) y=16—x* d y=Vx*—2x—3
a) 3—x>0— x <3— Dominio = (—oo, 3]
b) 16 —x*>0—(4—x)(4+ x)>0— x €[—4, 4] — Dominio = [—4, 4]
0 x>+25>0, ¥x € R — Dominio = R

d x?=2x—=3>0>(x—-3)x+10)>0—> x € (—o0, —1U[3, +»)
— Dominio = (—oo, —1] U [3, +0)

Halla el dominio de estas funciones exponenciales y logaritmicas.
1

a) y = x’e b) y=4 A y=In(x*>+4) d y X

N log; x
a) Dominio =R

b) x = 0 — Dominio = R — {0}

0 x*+4>0,Vx €R — Dominio =R

d) log; x =0 — x =3° =1. Como x > 0 — Dominio = (0, 1) U (1, +)

Determina el dominio de las siguientes funciones.

e — 3 3 —x24+7
a) y=——— Q y=+—x*—2x+3 e) y=2""
4x
b) y =3/x*>+4x—1 d) y =In(5x+ x?) f) y= ¢
(x + 1)

a) Dominio =R — {0}
b) Dominio =R
Q —x?=2x+3>0—> —(x+3)x—1>0—> x €[—3,1 — Dominio = [-3, 1]
d) 5x+ x> >0—>x(54+x)>0— x € (—o0, =5) U (0, +00)

— Dominio = (-0, —5) U (0, +0)
e) Dominio =R
f) Dominio=R — {—1}
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040

SOLUCIONARIO 1 O

Encuentra el dominio de estas funciones.
a) y:senx b)y:tgL o y=arccos(x*—3) d) y=x—senx
X —T x —1
a) Dominio =R — {x}
) 2 =T = m—mosx=— s x=—" itk keZ
X —1 2 =2 2—=
Ademds,x —1=0—x=1.
Dominio =R — {1, T4 /(T(} conke”z
2—7
C) y=arccosx estd definida en:
11> -1<x*-3<132<x*<4
N X2—2ZO—>X€(—OO,—\/E]U[\/E,+OO)
x> —4<0—>x€e[-22]
La zona comun de ambos intervalos es [—2, —\/ﬂ U [\/5 2] que es el dominio
de la funcion.
d) Dominio =R
Calcula los puntos en que las graficas de las siguientes funciones cortan a los ejes

de coordenadas.

2 4 2 3X2

a) y=—x"—x+12 o y=x"—8x"+7 e y=— 1
X pu—
b) y=x3—4x>—x+ 4 dy=—7=
X241
a) » Cortes conelejeX:
)/=O—>—x2—X4—12=O—>{XZ;4—>(—4,O),(3,0)
X =

« CorteconelejeY:x=0—>y=12—-1(0,12)
b) « Cortes con el gje X:

y:0—>x3—4x2—x+4:O—>{X — (=1,0),(1,0), (4, 0)
X

(@)

« CorteconelegjeY.:x=0—->y=4—>(0,4)
c) « Cortesconeleje X:
X
=0 X' —8x’+7=0- —(=1,0),0,0),(=7,0), (7,0
y - (7.0).(47.0)
« CorteconelejeY:x=0—>y=7-—(0,7)

d) « CortesconelejeX y=0— =0->x=0-(0,0)

x* 41
- CorteconelejeY: x=0—-y=0-(0,0)
2
e) « CortesconelejeX y=0— 32X =0—->x=0-(0,0)
x° =1

CorteconelejeY: x=0—y=0-—(0,0)
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Representaciéon de funciones

041 | Halla los puntos de corte con los ejes de las graficas de estas funciones.

2x —1 x2—9 Inx
a)y:X_X2 b) y= e c)y:XZ_4 d y=x+e™

a) » Cortes con el eje X:
2x —1

y=0—
X — Xx?

:O%2X—1:O—)X:1%[1,O]
2 2
« Corte con el gje Y: no tiene porque la funcién no estd definida para x = 0.

b) « Cortescon el gje X:
2

y=0-— =0—>x"-9=0—->x==*3->(-3,0),(3,0)

« CorteconelegjeY:six=0—>y=—-9—(0,—9)

c) » CortesconelejeX:
In x
x*—4
« Corte con el gje Y: no tiene porque la funcién no esta definida para x = 0.

y=0-— =0->InNx=0—-x=¢e"=1—-(1,0)

d) « Cortesconeleje X:y=0— x4+ e =0 para resolver esta ecuacion
estudiamos y'.

y=l—-e*"=0>e"=15—-x=hn1=0—->x=0

En (—0,0) = y' < 0 — Funcién decreciente
En (0, +%) — y' > 0 — Funcion creciente

Asi, en x = 0 alcanza el Unico minimo, (0, 1), por lo que no puede haber
puntos de corte con el eje X.

« CorteconelgieV:x=0—-y=1-(0,1)

(x +2)
xX+1

042 | Sealafuncién f: R — R definida por: f(x) =
Calcular su dominio.

X+1=0=-x=—-1-=Domf=R—-{=1}

3x

x-—4

043 | Dada la funcion: f(x) =1—

se pide el dominio y cortes con el eje X.

2_ _
fx) = 1— 3x _ X 4 —3x
x?—4 x? —4

X*—4=0—-x=*2->Domf=R—-{-2 2}

Cortes con el eje X:
X’ —3x—4 ) X=—1
fX) =0 —F——=0->5x*-3x—4=0—> —(=10),(4,0)
x? —4 X =
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046

SOLUCIONARIO 1 O

X +1 ?
x —1
(La Rioja. Junio 2005. Propuesta A. Ejercicio 2)

{Cudl es el dominio de la funcién y = x

Se debe verificar que al > 0. Para ello puede ocurrir:

X —1
X+1>0 x> —1
- - x>1
x—1>0 X >
— Dom f = (—o0, — U (1, +00)
x+1<0 x <—1
- - x < -1
x—1<0 x <1
e3x _e—3x
Sif(x) = 4—, indica de forma razonada en qué valor x = a no esta
X
definida f(x).

(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 1. Pregunta A)

El numerador esta definido para todos los nimeros reales, por tratarse
de una diferencia de dos funciones exponenciales cuyos exponentes
son funciones polindmicas.

Asf, la funcion no estd definida para x = 0, ya que en este punto se anula
el denominador.

Analiza si estas funciones son simétricas respecto del eje de ordenadas o respecto
del origen.

a) y=x>+x
b) y=x*—-2x*>+5
Q y=x>—x+3

3x

d y=
Y x?—9
In | x|
o) y=—1X1
Y x4+ 4

f) y=(02x*—1)?

a) f(—=x)=(=x) —x = —x* —x ==X + x) = —f(x)

— Simétrica respecto del origen.

b) f(—x)=(=x)* —=2(=x)* + 5= x* —2x* + 5= f(x)
—Simétrica respecto del eje V.
Q) f(=x)=(=x)" = (=x) + 3= x* + x + 3 — No es simétrica.
3(—x) —3x 3x

d) f(—x) = = =— = —f(x)
(—x? =9 x*-=9 x?—9

— Simétrica respecto del origen.

In|=x| _ In|x]
—Xx+4 —x+4

— No es simétrica.

f) f(—x) = (2(—x)? — 1)2 = (2x? — 1)’ = f(x) — Simétrica respecto del eje Y.
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Representaciéon de funciones

047 | Estudia si las siguientes funciones son periddicas y, en caso afirmativo, determina

su periodo.
a) y = cos 3x d) y =3cos x
b) y = sen® x e) y:sen[x—:]
C) y=sen4x f) y=x*—sen® x
a) 0 T T 27 51 7T 4T
x |lo|l— || = |||~ ||
6 3 2 3 6 6 3
f(x) 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1

La funcién es periddica de periodo 2i
3

T 3w
X 0 — 0 - 2T
2 2

f(x) 0 1 0 1 0

La funcion es periddica de periodo .

q) 0 0 3w 2T 5T
X 0 — | — — — —

8 4 8 4 8

f(x) 0 1 0 —1 0 1

2
La funcion es periddica de periodo Tﬁ

d) T 3T
X 0 — T - 27
2 2
f(x) 3 0 -3 0 3

La funcion es periddica de periodo 2.

e) 0 3 5T 7T O 1w
x | 22|21
4 | 4 | 4 4 4 8
f(x) 0 1 0 —1 0 1
-, o , O T
La funcion es periddica de periodo — — — = 2.
4 4

f) Esta funcion no es periddica.

048 | Halla el dominio de estas funciones y los puntos de corte con los ejes.
Razona si son pares o impares, o si no son simétricas.

a) y:X_.I d) y=+v4—x?

X2

b) y = x’™* e y=7-2x°

Q y=+25—x? f) y=+x*—2x+7

594



049

SOLUCIONARIO 1 O

Dominio =R — {0}
X —

« Cortesconeleje Xy =0— 21 =0—->x=1—=(1,0)
X
« Corte con el eje Y: no tiene porque la funcién no esta definida para x = 0.
flex) = = L= X1, Noes simétrica.
(_X)2 XZ

Dominio =R

2
. CortesconelejeX:y:O—>X—:O—>x2:O—>x:0—>(O,O)
eX
« CorteconelejeY:x=0—-y=0-—(0,0)

(—x)?

e

f(—x) = = x%e* — No es simétrica.

25— x?>0—=5-=x)(54+x)>0— x €[-5, 5] = Dominio = [=5, 5]

« CortesconelejeXy =0 —->v25—x? =0— x =*5—(-5,0), (5, 0)
« CorteconelejeY:x=0—-y=5—(0,5)

f(—x) = \/25 —(=x)? = J25—x2 = f(x) — Simétrica respecto del eje Y
4—x2>0->02—-x)2+x)>0— x €[—2, 2] = Dominio = [—2, 2]

« CortesconelejeXy=0—->vV4—x> =0—=>x=*2—(-2,0),(20)
« CorteconelejeY:x=0->y=2-(0,2)

f(—x) = \/4 —(=x)? = Ja—x? = f(x) — Simétrica respecto del eje Y
Dominio =R

. CortesconelejeX:y=O—>7—2x2=O—>x=i /1 e{— 10]{4}10]
2 2 2

«CorteconelejeV:x=0—-y=7—-(0,7)

f(=x) =7 —2(—x)’ =7 — 2x* = f(x) — Simétrica respecto del eje Y

x> =2x+7>0, ¥x €R — Dominio =R

« Cortesconeleje Xy =0—x? —2x+7 =0—> x> —2x+7=0
— No tiene soluciones para ningun x real = No corta con el eje X.

. CorteconelejeY:x:O—>y:\/7%<0,\/7)

f(—x) = \/(—x)2 —2A=x)+7 = \/x2 + 2x +7 — No es simétrica.

Obtén las ramas parabdlicas de estas funciones.
a) f(x)=9x+6x>—x*

b) g(x)=x>+6x>—x+4

Q h(x)=—x*—7x*+x

a)
b)

@)

lim (9x 4+ 6x? —x*) = —o0 lim (9x + 6x* — x*) = —0

X = 400 X = —o0

im (xX* +6x>—=x44) = +oo lim (X’ 4+ 6x* — x4+ 4) = —
X = 400 X — —©

im (=x* —=7x? + x) = —o0 im (—=x*=7x*+ x) = -0

X = 400 X — —©
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Representaciéon de funciones

050 | Determina las asintotas y las ramas infinitas de las siguientes funciones.

X 3

a) f(x) = 2e O h(x) = f"
e” —1 x? —4

_ 2
b) gix) = X d) vix) = X2
X+ 1 X

a e —1=0—>e"=1-22x=N1=0—->x=0

X
lim = o0 — Asintota vertical: x =0
x—0 e2x —1

X
im

X p2X _

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas, ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +o0y cuando x — —oo,

b) x+1=0— x=—1

. X —1 , .
lim = oo — Asintota vertical: x = —1
x— —1 X + ]
im X2y
X = 400
x+1 — Asintota horizontal: y =1
. X —1
lim =1
X —> —00 X _l’_ 'I

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +o0y cuando x — —oo.

X=-2
0 xX*+4=0-
X=2
3x° ) .
= oo — Asintota vertical: x = =2
X — =2 XZ _ 4
. 3x° . .
lim = oo — Asintota vertical: x = 2
X2 XZ —4
. 3x3
im ; +o0
+0o0 —_ . , .
o X3 X 4 — No tiene asintotas horizontales.
. X
lim = —
X — —00 XZ _4
_ h(x ‘ 3x3
lim L: im ———=3—>m=3
X = o0 X X = o0 X(X2_4)

X = oo x=sew| x2 _ 4 x—ow x2 _ 4

— Asintota oblicua: y = 3x

3
im (h(x) — mx) = //'m[ 3 3x]: im 2 _05n=o0

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — 40
y cuando x — —oo,
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SOLUCIONARIO 1 O

2

. x°=9 , .
d) Iim = o0 — Asintota vertical: x = 0
x>0 3%
2
. X°—9
lim =+
X = 4o 5% . , .
) — No tiene asintotas horizontales.
. X~ =9
fim =—
X — —0 X
2
. v(x . X —9
im L=//m =T->m=1
X — oo X X — oo X

2_ —
im (v(x)—mx): lim [X 9 —x]: lim —9=O—>n=0

X —> o0 X —> o0 X X — o0 X

— Asintota oblicua: y = x
No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — 40

y cuando x — —oo,

(2x —1)°
4x2 41
(Castilla y Leén. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 1)

Calcular las asintotas de la funcion f(x) =

4x? +1=0, V¥x € R — No tiene asintotas verticales.
) 2x — 1) ) .

lim Lx=17 = 1— Asintota horizontal: y =1

X 4x7 ]

No tiene asintotas oblicuas ya que tiene asintota horizontal cuando x — oo,

Se consideran las funciones reales:

f(x) =12x> —8x*> +9x —5 g(x) = 6x* —7x+2

f
Determinar las ecuaciones de las asintotas a la grafica de la funcién (x) .
X
(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 3. Problema 1) g(x)
, 1 2
6X —7/X+2=0>x=—,XxX=—
2 3

o 12x3—=8x2+9x—5 ) )
lim = o0 — Asintota vertical: x =

12X —8x2+9x—5 , .
lim = oo — Asintota vertical: x =
w2 6x2 —7x+2
3

w o N | —

12X —8x° +9x -5
x> 4o 6x2 —7x +2
o 12x* —=8x2+9x—5
lim = —
xome 6x? —T7X+2

-|2 3 2 _
lim X —8x 49 5=2—>m=2
oo x(6x2 —7x +2)

12x3 —8x24+9x—5 5 ]

—+o0

— No tiene asintotas horizontales.

im
X > o0 6x> —7x+2

x| = lm

X — 00

[6x2+5x—5

T =1->n=1
6x 77X+ 2

— Asintota oblicua:y = 2x + 1

597



598

Representaciéon de funciones

053

054

Sea la funcion f: R — R definida por:

(x +2)
xX+1

f(x) =

las que existan.

X+1=0—> x=-—1

Analizar sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas y determinar

2 2
lim M = oo — Asintota vertical: x = —1
X = —1 X+1
2
X — +o0
X+ — No tiene asintotas horizontales.
(x4 27
im ——— = —w
X = —o0 3% +‘|
2
lim M: fim M:1—>m:1
X = oo X X = X(X + ‘])
2
lim (f(x)—mx) = lim M—x N =3>5n=3
X = o0 X — o0 X_|_‘| X — 00 X+]
— Asintota oblicua: y = x+ 3
Dada la funcion:
fix) = 1——>%
x? —4

se pide:
a) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).

b) Asintotas horizontales y oblicuas.

2_ JE— _—
3 fx)=1— 3x _X 4 —3x 241X 2
X’ —4 X’ —4 X=2
lim X2_4_3X——oo
x = —2" X2—4 N . .
— Asintota vertical: x = —2
im X*—4—3x "
X ——2" X2—4 -
im X2—4—3X__OO
x — 2" X2_4 o . .
— Asintota vertical: x = 2
lim X —4-3x +
X =2 X2_4 o
27 —_—
b) lim # = 1 — Asintota horizontal: y =1
X — oo )% _4

No tiene asintotas oblicuas ya que tiene asintota horizontal cuando x — 4o

y cuando x — —co,
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SOLUCIONARIO 1 O

Seaf:R— R

1+ x
x — log ¥
1—x

Calcular las asintotas de f(x).
(Aragén. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)

Descomponemos la funcion en otras mas sencillas:
1

T+x|x 1 T4+ x
f(x) = log =—-log
1—x X 1—x
Se estudia el dominio de cada factor:
i —->x=0
X 1 ] — Dom f = (=1, 1) — {0}
log + X - +X >0—->xe(=11)
1—x T—x
1 1
lim —-log X 400 — Asintota vertical: x = —1
x—= -1 x 1— x
1 1
lim — -log X 400 — Asintota vertical: x =1
x—=>T1 x 1— x
1 1 | 1 —| 1—
lim — -log X lim 09 (14 x) ~log (1= x) —>2
x—0 X ‘| — X x—0 X O
1 1
+
LUHépital .~ (14 x)In 10 (1—x)In10
lim = o0
x—=0 5%
— No tiene asintota vertical en x = 0.
No tiene asintotas horizontales ni oblicuas por tener su dominio restringido.
2
Considera la funcién definida para x = —2 por: f(x) = 242
X+ 2
a) Hallalas asintotas de la grafica de f.
b) Estudia la posicion relativa de la grafica de frespecto de sus asintotas.
(Andalucia. Aho 2003. Modelo 5. Opcidn B. Ejercicio 2)
a) Xx+2=0->x=-2
2
im 222 _ o, Asintota vertical: x = —2
X = =2 5% + 2
2x* 42
lim e = 400
X — +oo
X+2 — No tiene asintotas horizontales.
22X 42
im —— = -
X = — X _|_ 2
2
im T X2 5
X—>ow oy X = o0 X(X + 2)
2 p—
lim (f(x)—mx): lim ﬁ—b( = lim 4)(——1_2:—4 —>n=-4
X = o0 X — o0 X + 2 X =00 X + 2

— Asintota oblicua:y = 2x— 4
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Representaciéon de funciones

b) - Situacién de la gréfica con respecto de la asintota vertical:

‘ 2x* 42
« Por laizquierda: lim e —0o0
X—=>=2 x4+ 2
_o2xP 42
- Porladerecha: lim Xl 400
x—-=2" x + 2
— Situacién de la gréfica con respecto a la asintota oblicua:
2
'X%+OO—)M—(2X—4): 10 >0
X+2 X+ 2
— f(x) esta por encima de la asintota.
2
'X—)—OO—)M—(2X—4): 10 <0
X 42 X 42
— f(x) esta por debajo de la asintota.
2
057 | Halla las asintotas de la funcién y = ZXJ
x —1
2
Domf =R - {1} //'m1 2X+1X = o0 — Asintota vertical: x =1
g X —
2
e x - — No tiene asintotas horizontales.
22X+ x
im ——=—o
X = —o0 X — ]
2x* 22X+ X o m
X —> o0 X(

— Asintota oblicua:y = 2x +3

im 2x° +X =3—>n=3
X = o0 X—)oo X_]

x(Ln x)?
(x =17

058 | Consideraf: (1, + o) — R la funcién dada por f(x) = , siendo Ln la funcion

logaritmo neperiano.
Estudia la existencia de asintota horizontal para la grafica de esta funcién.

x(In x)? o0
%

lim —
X = 400 (X—])Z 00
1
nx?+x-2Inx.-—
UHopital X  (nx)?4+2Inx o0
— lim = m ——— —
X — 400 2()(_]) X — +o0 2(X_‘|) 00
2 2
—Inx+4+—
L'Hopital . X X _ 2Inx+2 _ In x+1 ©
— Iim —= [m —— = |m - —
X = 400 2 X — 400 2X X = 400 X 00
L'Hopital 2
Oplaﬁ lim i:O% lim Lln X) =0
X +om y X = +oo (X—1)2

— Asintota horizontal: y = 0
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SOLUCIONARIO

Dibuja la gréfica de una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:
» El dominio es todos los nimeros reales.

» Cortaal eje Xenlospuntosx=1yx= —4.

» Tiene como asintota vertical la recta x = —2.

» Larectay = 2 es una asintota horizontal si x — 4.

« Tiene una rama infinita cuando x — —co.

2
De la funcion f(x) = @ +b con a, b € R, sabemos que pasa por el punto (1, 2),
a—x

y que tiene una asintota oblicua cuya pendiente es —6.

a) Determina los valores ay b de la funcién.
b) Determina, si existen, las asintotas verticales de dicha funcion.

a) « Pasapor(1,2) > f(h=2— atb =2—>a+b=2a-2—>b=a-2
a—1
- Tiene una asintota oblicua con pendiente —6:
2
im T @R 6 sa—6—ob=6-2-4
X = +oo X X = 4o X(G—X)
2
D) f) =2t e 0o x=6
6—x
//'m6 f(x) = oo — Asintota vertical: x = 6

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos
de las siguientes funciones.

a) y=x>+6x*—15x+3 d) y=x*—-24x°
4x% +1 3¥ 437
b) y=—— e y=———
X 2
—I 4
g y=—1" _ f) y=X*2
(x —3)? X

a) Dominio =R
y’:3xz+12x—15:0%{§_1_5

N (—oo, —5) U (1, ) — y' > 0 — Funcion creciente
n(=5,1 — y' <0 — Funcion decreciente
x = —5 presenta un maximo y en x =1, un minimo

- E
- E
En
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b) Dominio =R — {0}

2 J—
= A 1:O—>x2:i—>x:ii
X2 4 2
1 1 , L, )
« En | —oo, —5 U 5 +oo | — y' > 0 — Funcion creciente
—1 1 ., .
. En [2, 0|luU|o, 2] — y' < 0 — Funcion decreciente

—1 o 1 .
En x = — presenta un maximo y en x = —, un minimo.
2 2

c¢) Dominio =R — {3}

y'=——>=0¢en todo el dominio — No tiene maximos ni minimos.
(x—=3)

« En(—o0, 3) > y' > 0 — Funcion creciente
« En (3, +0) = y' < 0 — Funcion decreciente

d) Dominio =R
=0
= 4xP — 720 = X
y X X O—){X:]8

Enx=18 - y" >0 — Presenta un minimo.

y" =12x* —144x

Por tanto, en (—ao, 18) la funcion es decreciente y en (18, +), es creciente.

e) Dominio =R
= '”3_23 n3 :o->3*-3]x — 0 (3P —1=0—3 =*1
Soloes posible3* =1— x =log;1— x =0

« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En (0, +0) > ¥y’ > 0 — Funcién creciente
En x = 0 presenta un minimo.

f) Dominio = R — {0}

4_
VS Sy SN YV SR, SN
x° 3
2 [2
471—1_00
3

o En | —o0, —3—
3
2 r .7z .
0, 44/§ ] — y' < 0 — Funcion decreciente

2

. En _4{/710
3
2 (o 2 -~

Enx = —4 g presenta un maximoyen x = ¢ g un minimo.

062 | Halla el crecimiento y decrecimiento, y los maximos y los minimos
de estas funciones.

4 2
a) y=+vx*—2x b)y:lnx c)y:X+ d)y=X

X2 x—4 3

U — y' > 0 — Funcioén creciente

U
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SOLUCIONARIO 1 O

a) x2—2x>0— x(x—2)>0 — Dominio = (—oe, 01U [2, +0)
y' = =2 0 — x = 1que no estd en el dominio.

2N X% —2x

« En(—o00, 0) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En (2, +9) — y' > 0 — Funcidn creciente
b) Dominio = (0, +)
1—21 1
y’=¢=0—>2|nx=1—>lnx=——>x=\/;
X 2
« En (O, J;) — y' > 0 — Funcion creciente
« En (\/; +oo) — ¥’ < 0 — Funcion decreciente
Enx=+e presenta un maximo.
¢) Dominio =R — {4}
, -8

y'=——— < 0enR — {4} - Funcién decreciente
(x —4)
d) Dominio =R
2
y’=2)(—)%=0—>x(2—x|n3)=0—>x=0,x=L
3 In3
« En(—o0, 0) U ﬁ —i—OO] — y' < 0 — Funcién decreciente
n
.« En [O, % — y' >0 — Funcién creciente
n

2 ..
En x = —— presenta un maximo.
In3

2x? —3x

X

Dada la funcién: f(x) =
e

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.
b) Calcula los maximos y minimos de f.
(Canarias. Septiembre 2007. Opcion A. Cuestion 2)

a) Dominio f =R

— 2 J—
f’()()zM:O—)—ZXZ+7)<—3=O—>x=3,><=i
eX
. En [—oo % U (3, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
- En [% 3]—>f(x)>0—>f( ) creciente

b) x:%ef[—] [% _T] Minimo
x=3-1(3 ):i—>[3,i3
e

3

] Maximo
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064 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién

f(X)zxi_z
x> —4x+7
;Tiene maximos o minimos?
Domf=R
—x? 4 Ax —1 =2—-+3=0,27
f’(x):H—X:O—>—X2+4X—1:O—> X V3 =0
(X? — 4x +7) x=2++3 =373

« En (—oo, 2— \/§> U (2 +4/3, +oo) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En (2 3,2+ \/g) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
Enx=2— \/g f(x) presenta un minimoyen x = 2 + \/E un Maximo.

065 | Dada la funcion:
3x
x? —4
se pide sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus extremos.

flx)=1—

2_ J—
FX) = 1— 3x _ X 4 —3x
X’ —4 X’ —4
X’ —4=0->x==*2

Domf=R—-{-2, 2}

2412
(x* —4)
Por tanto, f(x) es crecienteen R — {—2, 2}.

f'(x)

No presenta maximos ni minimos.

066 | Sealafuncién f: R — R definida por:
(x +2)°
x+1

Analizar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

f(x) =

Domf=R—{-1}

f'X)ZM:O%X(X—{—Z):O%{
(x+17

« En (=00, =2) U (0, +00) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En (=2, =N U(=1,0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

x=-2->f(-2)=0->(=2,0) Méximo

x=0—f(0)=4 — (0,4) Minimo

x=0
X=-2



SOLUCIONARIO

067 | Dibuja la grafica de una funcién que cumpla las siguientes propiedades:

« Esta definida en toda la recta real.

« Es simétrica respecto del origen.

« El eje X es una asintota horizontal.

« Tiene un minimo en el punto (2, —3).

Y

2

068 | Considera la siguiente funcién: f(x) = 2X
Determina: X
a) Sudominio.
b) Los puntos de corte con los ejes de coordenadas.
¢) Sisu grafica es simétrica respecto del origen o respecto del gje .
d) Las asintotas.
e) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Los maximosy minimos.

a) xX)—1=0->x==*x1->Domf=R—{=11}
2

b) CortesconelejeX:f(x)=0— =0->x>=0—->x=0-—1(0,0)

x2 —1
CorteconelejeY:x=0—-f0)=0—(0,0)
(—x)? x? L .
o f(—x)= = = f(x) — Es simétrica respecto del eje Y.
(—x)? =1 x* =1
2
d) lim = oo — Asintota vertical: x = —1

x—= -1 XZ_'I
2

lim = oo — Asintota vertical: x =1

= 1 — Asintota horizontal: y =1
X = o0 X2 —_ ‘]

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 40y cuando x — —oo.

& fl)=—2 —05x=0
(x* =1y
e« En (=00, =1 U (=1,0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(0, DU (1, +00) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

f) x=0-f(0)=0—(0,0) Maximo
No presenta minimos.
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X+1

X2

069 | Considera la funcién: f(x) =

) Estudia su dominio.
b) Halla los puntos en que la gréfica corta a los ejes de coordenadas.
¢) Analiza si su grafica es simétrica respecto del origen o respecto del eje Y.

QU

d) Calcula las asintotas.
e) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Halla los maximos y minimos.

a) Domf=R —{0}
X+ 1
X2

b) CortesconelejeX:f(x)=0—

Corte con el eje Y: no tiene.

O Flox) = —x +1 _ —x +1
(_X)2 XZ
— No es simétrica ya que f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x).
d) //m0 XA = o0 — Asintota vertical: x =0
X = X
im % _ 0 — Asintota horizontal: y =0

X — o0 X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +o0y cuando x — —oo.
& Fl=—""2_0x=—2
X3
« En(—o00, —=2) U (0, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

e En(—=2,0) = f'(x) >0 — f(x) creciente

f) X:2—>f(2):_]—>[2, _]] Minimo
4 4

No presenta maximos.

070 | Calcular los valores de ay b para que la funcién f(x) = tenga como asintota

X—a
vertical la recta x = 2 y como asintota horizontal la rectay = 3.

Razonar si para a =2y b = 3 la funcién f(x) tiene algin minimo relativo.

Asintota verticalx=2 > a=2
bx

Asintota horizontal y=3 — lim =3-5b=3
X — 400 X — 2
. 3x
Asi, tenemos que: f(x) =
X —2
fl(x)= (_62)2 < 0 — f(x) creciente en R — {2} — No puede tener minimos.
X —

606



071

SOLUCIONARIO 1 O

Determina los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién
de las siguientes funciones.

a) y=x>—3x>+2x+6

X—2
b) y =
Y X+ 2
o y=x*"—-8x*+7
x2 4+ 1
d y=
Y x? —1

a) Dominio =R
y'=3x"—6x+2
y'=6x—6=0—->x=1
+ En(—o0, 1) > y' < 0 — Funciéon convexa
« En (1, +0) = y' > 0 — Funcién concava
En x =1 presenta un punto de inflexién.

b) Dominio =R — {—2}
. 4
(x + 2)?

y”:_—8¢0enIR—{—2}
(x +2)

No presenta puntos de inflexién.
« En (=00, —2) — y" > 0 — Funcién concava
« En (=2, 4+o0) > y" < 0 — Funcién convexa

c¢) Dominio=R

y'=4x’ —16x
Y =120 16=0 x = |10 —x 2
12 J3
En [—oo —L] U [i —i—OO] — y" >0 — Funcién concava
EENEN RN GVER
« En [—L i] — y" < 0 — Funciéon convexa
33

Enx = if presenta puntos de inflexion.

d) Dominio =R —{-1, 1}
. —4x
ST ey
. 12x° 44
R
No presenta puntos de inflexién.

=0enR —{-1,1}

« En (=00, =) U (1, +00) = y" > 0 — Funcién concava
« En(—1,1) — y" <0 — Funcién convexa
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072 | Halla la concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de estas funciones.

a) y = x%e* b) y= X Q y=x—senx d y=+vx>—16

In x

a) Dominio =R
y'=e"(2x + x?) V' = e Q4+ 4x+x)=0>x=-2%2
« En (—oo, —-2- \/5) U (—2 ++/2, +oo) — y" >0 — Funcion concava
- En (—2 —J2, -2+ \/5) — y" <0 — Funcion convexa
Enx=-2%+2 presenta puntos de inflexion.
b) Dominio = (0, +o) — {1}
. Inx =1
" nxy
., 2—Inx

:ﬁ:OAIrw(:Z—w(:e2
x(In x

« En (0, DU (€, +0) — y" < 0 — Funcion convexa
« En(1, ¢’) = y" > 0 — Funcion concava
En x = e? presenta un punto de inflexion.

c¢) Dominio =R
y'=1—cos x y'=senx=0—>x=knconke”Z
« En 2k, 2k"+ ) conk' € Z — y" > 0 — Funcion céncava
« En(2k" 4+ 1, 2k") con k' € Z — y" < 0 — Funcién convexa
En los puntos x = kw con k € Z presenta puntos de inflexion.

d) Dominio = R — {—4, 4}
2x X

Wxi—16  Jx—16

" —16 < 0en(—oo, —4)U (4, +0) — Funcidn convexa

(x> —16)x* —16
No presenta puntos de inflexién.

y'=

073 | Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los de concavidad
y convexidad. Halla los maximos y minimos, y los puntos de inflexién de la funcion
y=In(x*+1).
Dominio =R y'= 22X =0->x=0
x°+1
+ En(—o, 0) » y' < 0 — Funcién decreciente

« En(0, +00) = y’' > 0 — Funcion creciente
En x = 0 presenta un minimo.

_ 2
o2 F2 =0 x==*1
(x> 4y
« En(—o0, =N U (1, +00) = y" < 0 — Funcién convexa
« En(=1, 1) — y" > 0 — Funcién concava

Enx = —1yenx=1 presenta puntos de inflexion.
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074 | Para la funcidn f(x) = x> — 7x, calcula:
a) Los puntos de corte con los ejes.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos
relativos.

¢) Losintervalos de concavidad y convexidad, y los puntos de inflexién.

a) « Cortesconeleje X:
x=0

x=+J7
- (=47,0), (0,0, (~7,0)

f(x)—Oex3—7x—0—>x(x2—7)—o_>{

« CorteconelegjeV:x=0—-f(0)=0—(0,0)

D) Domf=R  f)=3x-7=0—>x==+|L

3
M En _Oo/ - 1 1/ +OO
\ 3 \ 3
7 7 , .
« En|— g g — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
|7 , |7 .
Enx = — g presenta un maximoyen x = g un minimo.

Q) f"X)=6x=0—->x=0

U — f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(—o0, 0) = "(x) < 0 = f(x) convexa
« ENn (0, 400) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava

En x = 0 presenta un punto de inflexion.

075 | Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos,
los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién
delafunciony = x> —3x? + x + 1

+
Dominio =R y':3X2—6X—|—]:O%x:3_3\/g

3—3@ U

o |— y' >0 — Funcién creciente

° En [_OO/ 3 +3\/€ 1 +

- 3-J6 3++6
313
3-J6 3+46

3

Enx = E— presenta un maximoy en x =

] — y' < 0 — Funcién decreciente

,un minimo.

y'=bx—6=0—>x=1
« En (=00, 1) = y" < 0 — Funcion convexa
« En (1, +00) = y" > 0 — Funcién concava

En x = 1 presenta un punto de inflexion.
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076 | Estudia en qué intervalos la funciéon f(x) = 3x*> + x> —1es creciente o decreciente
y en cuales es cdncava o convexa.
{Presenta algin maximo o minimo? ;Tiene puntos de inflexiéon? En caso afirmativo,
determina las coordenadas de cada uno de ellos.

Domf=R

f’(x):9x2+2x:0—>x(9x+2):o_>xzo,xz_92

- En [—oo, _92] U (0, +o0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

.« En [_2 O] — f'(x) < 0 > f(x) decreciente

9
2 [—2] —239 [—2 —239] ..
X=——>f|l—|=—"" 5| —, —=—| Maximo
9 9 243 9 243
x=0—=f(0)=—-1—=(0, =1 Minimo
" -2 —1
') =18x4+2=0->x=—=—
18 9
« En [—00, _91] — f"(x) < 0 = f(x) convexa

.« En [_9] +oo] — "(x) > 0 — f(x) concava

(P IS [ e RN _—1 =241 punto de inflexién
9 9 243 9 243

077 | Dibuja la grafica de una funcién que cumpla que:
« Estd definida en toda la recta real.
« Es simétrica respecto del eje de ordenadas.
« El eje X es una asintota horizontal.
« Tiene un punto de inflexion en (2, 1).

Y

078 | Estudia el crecimiento y la concavidad de la funcién f: (0, +) — R definida

por f(x) = L—X (L = logaritmo neperiano)

X
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1
—x—1Inx .
Fiix) = =X — T sinx=1ox=c¢
2 2
X X

« En (0, e) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En (e, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
En x = e presenta un maximo.

1X (1=In02x —1—(0=1Inx)2 -3+ 21
Y X n x n x
f(X)_ 4 = 3 = 3 _0
X X X

3

3 =
Slhx==—o5Sx=¢e2 5 x=+eé’
2

« En (O \/7>—>f” ) <0 = f(x) convexa
« En (\/e_3 +00> — "(x) >0 = f(x) concava

En x = e’ presenta un punto de inflexion.

Dibuja la gréfica de las siguientes funciones polindmicas, analizando previamente
sus caracteristicas.

a) y=x>—4x’—x+4 o y=x>+3x
b) y=x>—6x*+12x + 4 d)y=x*—8x*+7

a) Dominio =R
=+

. Cortesconeleje Xy =0— {X A_r — (=1,0),(1,0), (4, 0)
X

« CorteconelejeY: x=0—-y=4—-(0,4)
Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (X —4x? —x+4)=—o im (x> —4x> —x+4) =+
X = —0 X — +oo
+ ’
y'=3x"=-8x—-1=0—>x 4
4 — \/ 4419
« En [— +3 — y' > 0 — Funcion creciente
- En [ 4 _3 19 , 4 +3 19 — y' < 0 — Funcién decreciente
4—J19 L 4419 L
Enx = — presenta un maximoy en x = —s un minimo.
8 4 Y

y'=6x—-8=0->x=—=—
6 3

(@)}
T

« En [—oo, %] — y" <0 — Funcién convexa

<V

~—

4 " .z 7
« En [? +oo] — y" >0 — Funcion concava

T ——

4 ! s
Enx = ? presenta un punto de inflexion.
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Representaciéon de funciones

b) Dominio =R

« Cortes con el eje X: No podemos resolverse la ecuacion por Ruffini,
asi que lo analizamos después.

«CorteconelegjeV:x=0—-y=4—(0,4)
Como es una funciéon polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (3 —6x* +12x 4+ 4) = -0 lim (xX* —6x? +12x 4+ 4) = +oo

X oo X = 400
y'=3x"=12x+12=0—->x=2

+ En (=0, 2) > y' > 0 — Funcién creciente

« En (2, 4+00) > y’' > 0 — Funcion creciente
No presenta maximos ni minimos.
y'=6x—12=0—>x=2

« En(—o0, 2) > y" < 0 — Funcion convexa

« En (2, +00) > y" > 0 — Funcién céncava

En x = 2 presenta un punto de inflexion.

Por ultimo, como en (—oo, 2) la funcién

es creciente, la imagen de 0 es positiva ——t J[ |
y lim (x* —6x> +12x + 4) = —ox, i 1

hay un punto de corte en (—oo, 0).

Dominio = R

. CortesconelejeX x’ +3x=0— x(x’+3)=0— x=0—(0,0)
« CorteconelegjeV:x=0—-y=0—(0,0)

Como es una funciéon polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x* 4+ 3x) = —o

X = o0 Y

im (x* 4+ 3x) = 4o

X — 400

y' = 3x? 4+ 3 = 0 — Funcion creciente
No presenta maximos ni minimos. 1

<V

"=6x=0->x=0 T :
« En(—o0, 0) = y" < 0 — Funcién convexa
« En (0, +0) — y" > 0 — Funcion céncava
En x = 0 presenta un punto de inflexién.

Dominio =R

X ==
- CortesconelejeXy=0—x"—-8x*+7=0—

x:iﬁ

«CorteconelejeV:x=0—-y=7—(0,7)
Como es una funciéon polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x* —8x*+7) =+ im (x*—8x*+4+7)= 4w

X — —o0 X = +o0
x=0

X ==x2

« En (=00, —=2)U(0, 2) > y' < 0 — Funcién decreciente

« En(=2,0)U(2, +) = y' > 0 — Funcién creciente

Enx= —2yen x =2 presenta dos minimos y en x = 0, un maximo.

y':4x3—16x:0—>{

<V



080

SOLUCIONARIO 1 O

y”=12x2—16=0%x=i/£:i/i
12 3
.En —00, — i i,+00
V3 V'3
4 |4 " .,
« En|— ? ? — y" <0 — Funcion convexa

4
Enx == /3 presenta puntos de inflexion.

U — y" >0 — Funcion concava

YA

<V

a) Dibujar razonadamente la gréfica de la funcién g(x) = x> — 4 cuando
—1<x <4,

b) Obtener razonadamente los valores maximo y minimo absolutos de la funcién
f(x) = |X2 —4| en el intervalo [—1, 4].

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio A. Problema 3)

a) Se trata de una parabola de vértice
(0, —4) que corta al eje Y en ese mismo
puntoy que corta al eje X en los puntos /
(=2,0)y (2,0) de los cuales, solo
este Ultimo estd en el intervalo 5 /
pedido.

~—
Q
<

<V

x=—1->y=-3->(-1-3)
Xx=4->y=12->(412)

b) A partir de la representacién anterior, la grafica de f(x) es la siguiente:

YA

Asi,en (—1,3) y en (2, 0) se alcanzan dos
minimos relativos, siendo el minimo

f(x) absoluto el punto (2, 0).

En (0,4) y en (4, 12) se alcanzan dos
SIN/ maéaximos relativos, siendo el maximo
absoluto el punto (4, 12).

~
\\

<V
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Representaciéon de funciones

081 | Lacurvade ecuacién y = x> + ax® + bx + ¢ pasa por los puntos (1,0) y (0, —1)
y tiene un minimo para x = 2. Se pide:
a) Encontrarg,byc.
b) Representacion de forma aproximada de dicha curva.

a) Pasaporelpunto(1,0)—>14+a+b+c=0
Pasa por el punto (0, —1) > c=—1
T+a+b—-1=0—->a+b=0—>a=-b
y'=3x+2ax +b
Tiene un minimo parax=2— y'2)=0—->124+4a+b=0
2+4a—-—a=0->1243ad=0>3a=-12—>5a=-4->b=4
Por tanto, la funcion es: y = x* — 4x? + 4x — 1

b) Dominio =R

. . 3+45
« Cortesconeleje Xy =0 — x° —4x +4x—1:Oex:1,x:T
«CorteconelegjeV:x=0—-y=—-1—-(0,-1)
Como es una funcion polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (X —4x*+4x—=1) = - im (x> —4x*+4x —1) =+
X = —0o0 X = 400
2

y'=3x2—8x+4=0—>x=2,x:§

2
. En [—oo, 3] U (2, +o0) — y' > 0 — Funcion creciente
« En [i 2] — y' < 0 — Funcion decreciente

2 - -
En x = — presenta un maximo y en x = 2, un miimo.
3

)/”:6><—8:O%x:§:i
6 3

4
- En [—oo, 3] — y" < 0 — Funcién convexa
4 ”n . 7 z
- En [3, +00] — y" >0 — Funcion céncava

4 . .,
En x = — presenta un punto de inflexion.
3

YA
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SOLUCIONARIO 1 O

Calcula razonadamente los valores de ay b para que la funcién:
f(x)=x>+ax> +bx+c

tenga un extremo relativo en x = 2, un punto de inflexién en x = 0y pase

por el punto (1, —5).

Representa graficamente esta funcién.

f'(x) = 3x*+2ax + b f'(x) = 6x+ 2a
Tiene un extremo relativo en x = 2:
f(2)=0->124+4a+b=0
Tiene un punto de inflexion en x = 0:
f'0)=0-220=0—-a=0->b=-12
Pasa por el punto (1, —5):
fl)=-5->1+ad+b+c=-5->1-124c=-5—->c=6
Por tanto, la funcién es:
f(x)=x>=12x+6
Para obtener su representacion gréfica, analizamos sus caracteristicas.
Dom f=R
« Cortes con el eje X:

fxX)=0— x> =12x+6=0

No podemos resolver la ecuacién por Ruffini, ya que no tiene como raiz
ninguno de los divisores de 6.

« CorteconelejeV:
x=0->f0)=6-—1(0,6)
Como fes una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (x> —=12x+6) = —0 im (x> —=12x +6) = +o0

X = —o0 X =+
flix)=3x-12=0—>x’=4—> x==*2

« En (=00, =2) U (2, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—=2,2) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

En x = —2 presenta un maximo y en x = 2, un minimo.
f'x)=6x=0—->x=0

« En(—o0, 0) = f"(x) < 0 — f(x) convexa

« En (0, 4+0) = f"(x) > 0 — f(x) concava

En x = 0 presenta un punto de inflexion.

YA

W
T ——

T
x<VY
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Representaciéon de funciones

083 | Dibuja la gréfica de estas funciones racionales, analizando previamente
sus caracteristicas.

g y=2"1 py=X"2 gy Q) y=—*

y y
b% x—3 X +1 x2 41

a) x> =0— x =0 — Dominio =R — {0}
. Cortesconeleje X'y =0 — XZ] =0->x=1-(,0)
X
« Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

Coox—1 , .

lim = o0 — Asintota vertical: x =0
x—0 X

. —1 , .

lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0

X — 0 X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +oey cuando x — —oo.

— 2
y' = X+ =0—>x=2
X3

« En(—o0, 0)U (2, +00) — y' < 0 — Funcién decreciente

« En (0, 2) = y' > 0 — Funcién creciente

En x = 2 presenta un maximo.

Y= 2x—6
X4

« En (=00, 0)U (0, 3) > y" < 0 — Funcién convexa

=0—>x=3

« En (3, 4+o) = y" > 0 — Funcién concava

En x = 3 presenta un punto de inflexion.
1

b) x—3=0— x =3 — Dominio =R — {3}

-2
-CortesconelejeX:y:O—>X 3:O%x:2%(2,0)
X_

. CorteconelejeY:x:O—)y:§—>[O,§]

oX=2 , )

im = oo — Asintota vertical: x = 3
xX—3 X — 3

. X—2 , )

lim = 1— Asintota horizontal: y =1
Xy 3

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +oey cuando x — —oo.




SOLUCIONARIO 1 O

_ YA
y' = ot < 0 — Funcién decreciente
(x —3)
No presenta maximos ni minimos.
2 5
y'=—"—=0 y=
(X - 3)3 >
No presenta puntos de inflexién. \ X
« En (=00, 3) > y” < 0 — Funcién convexa
« En (3, +o0) = y" > 0 — Funcién céncava =3
x4+1=0—->x=—-1->Dominio=R —{-—1}
2
+ CortesconelejeXy =0— =0—>x=0-=(0,0)
X +1
« Corteconeleje:x=0—->y=0->(0,0)
2
lim —X— — & — Asintota vertical: x = —1
X = =1 b% + 1
X2
lim = -0
xo—e x4+ ) . .
) — No tiene asintotas horizontales.
fim = 4o
X = +oo X _|_‘|
2
fim X 1 =1l m=1
X(X2+ ) — Asintota oblicua:
im |2 —x|= lim =—1l=sn=-1 y=x-1
X—>ow| x _|_ ] X—>o0w x _|_ ]

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +o

y cuando x —» —oo.
. X2+ 2x {x:o
= =0-

(x+1)° X=-=2
« En (=00, —=2)U(0, +o0) — y' > 0 — Funcién creciente
« En (=2, —1)U(-1,0) > y' <0 — Funcion decreciente
En x = —2 presenta un maximoy en x = 0 un minimo.
n _ 2
(x+1°
« En(—o0, —1) = y" < 0 — Funcién convexa

= 0 — No presenta puntos de inflexion.

« En (=1, +00) = y" >0 — Funcion concava
YA

)7
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Representaciéon de funciones

d) Dominio =R

- CortesconelejeXy =0— =0->x=0-1(0,0)

x* 41
«CorteconelejeV:x=0—-y=0-—(0,0)
lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X —> 0 XZ + ']
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +oey cuando x — —oe.

2
g s R SNV
(x* 41
« En(—o0, = U1, +00) = y' < 0 — Funcién decreciente

« En (=11 — y' > 0 — Funcion creciente

En x =1 presenta un maximoy en x = —1, un minimo.
3 _ x=0
r= 2O g s xax—6) =0
(x? +1)° x =3

« En (=00, —/3)U(0,v/3) = y" < 0 — Funcién convexa
. En(—/3,0)U(V/3, +%) = y" > 0 — Funcion céncava
Enx=—+3,x=0y x= J3 presenta puntos de inflexién.

YA

2
084 | Representa la funcién: f(x) = S+ XS

x? 41

Domf=R ,

« Cortes con el gje X: no tiene ya que w =0enR

X°+1
« CorteconelegjeV:x=0—-y=3—-(0,3)
2
im XX FXH3 3 asintota horizontal: y =3

X — oo XZ + 'l
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota horizontal
cuando x — 4oy cuando x — —oo.

_ 2
f'(X):Xi—H:O—)X:ﬂ
(x* +7)
o En(—oo, =N U (1, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

« En(=11) — f'(x) >0 — f(x) creciente



SOLUCIONARIO 1 O

En x = 1 presenta un maximoy en x = —1, un minimo.

_ 2 m6x g |X¥=0 7
(x? + 12 x=+3

« En (—oo, —\/E)U(O,x/?)ef”(x)<0 ——

— f(x) convexa

. En (—\/§,0>U(\/§,—|—oo)—)f"(x)>0 f

— f(x) concava

f"(x)

<y

Enx=—+3,x=0yx = J3 presenta puntos
de inflexion.

X

085 | Dada la funcion: f(x) = se pide:

x°—1
a) Dominio de definicién y cortes con los ejes.
b) Intervalos en los que es positiva y en los que es negativa.
¢) Asintotas.
d) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
e) Representacién aproximada.
(Murcia. Junio 2006. Bloque 3. Cuestion A)

a) X)—1=0-o>x=*x12Domf=R—{-11

X

« Cortesconeleje X:f(x) =0 — =0—->x=0->(0,0)

x? =1
« CorteconelejeY:x=0—f0)=6—(0,0)
x*—=1>0— x € (—o0, =) U (1, +0) N f(x) <0en(—o0, = U0, )
X’ =1<0—>xe(=1) f(x)>0en(=1,0)U(1, +o)

= oo — Asintota vertical: x =1

= o0 — Asintota vertical: x = —1

lim

X0 x _'I

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +cey cuando x — —co.
, —x? =1 .
d) f'(x) = ——— <0 f(x) decreciente
(x= =1 Y
No presenta maximos ni minimos.

3
o) fl=2F% 5,0

« En(—oo, =N UO, 1) > f"(x) <0 N
— f(x) convexa AR
«En(—=1,0)U(1, +00) = f"(x) >0
— f(x) concava
En x = 0 presenta un punto de inflexién.
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Representaciéon de funciones

086

087

2

Representar la funcion: f(x) = estudiando previamente su dominio

x —1
de definicidn y sus maximos y minimos locales.
({Tiene f asintotas oblicuas? Razonar la contestacidn en caso negativo y calcular
en caso afirmativo.

Xx—1=0->x=1=Domf =R —{1}

X2

« CortesconelejeX:f(x)=0— =0->x=0-(0,0)

X —1
«CorteconelegjeV:x=0—f0)=0—(0,0)

2

lim = oo — Asintota vertical: x =1
x—=1 X — 'I
2

lim
X = —o0 X_’I

‘ x?

fim =4
X — 4+ X_’I

= —0
— No tiene asintotas horizontales.

2
lim X 1> m=1
— Asintota oblicua:y = x + 1

2
//'m[ X —x}—//‘ X =1—>n=1

X = o X_‘]

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +oo
y cuando x — —oo,

2_ p—
f’(x)—X2X—O—>x2—2x—0—>x(x—2)—O+{X
(x =1
e En(—o0, 0)U (2, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(0, U, 2) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

En x = 0 presenta un maximo y en x = 2, un minimo.

Y

4
Sea f la funcién definida por: f(x) = ains 3, para x = 0
X

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de f.

b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de f.
c) Esbozala graficadef.
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SOLUCIONARIO 1 O

x*+3
X

a) » Cortesconeleje X f(x)=0— =0—-x"+3=0

— No tiene puntos de corte con este eje.

« Corte con el eje Y: no tiene porque f(x) no esté definida para x = 0.

4
/imO f(x) = /imO X +3 = o0 — Asintota vertical: x =0
X — X = X
4
im f(x)= Im X 43 _ 400
X = +oo X — +oo X . e 4
— No tiene asintotas horizontales.
. X" 4+3
im f(x)= Ilm = —
X —> —00 X = —0 X
o f . 4 . , .
lim ﬁ = [im X ZL 3 = oo — No tiene asintotas oblicuas.
X — oo X X — X
4 —_
b) Flx) = X =3 00 x =+
X2

e En(—o0, =) U (1, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—=1,0U(0, 1) = f'(x) <0 — f(x) decreciente

En x = —1 presenta un maximoy en x = 1, un minimo.
Q) YA
|
\ /
/
-
7\
\
1T x=0

Dibujar la grafica de la funcion f(x) = indicando su dominio, intervalos

x+1
de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

(Madrid. Junio 2006. Opcion A. Ejercicio 3)
Domf=R —{-1}

« Cortesconeleje X:f(x) =0 — 2x

X+ 1
« CorteconelejeY:x=0—f0)=0—(0,0)

=0—-x=0-—(0,0)

= oo — Asintota vertical: x = —1

= 2 — Asintota horizontal: y = 2

X = o0 X+1

T ———

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas

ya que tiene asintota horizontal cuando x — +o0 —

y cuando x — —oo, 1

!

2
X) = > 0 — f(x) creciente

[ ———

(x + 17 ==

No presenta maximos ni minimos.

<V
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Representaciéon de funciones

x2(1=x)

089 | Dada la funcion f(x) =
x? —1

se pide:

a) Dominioy cortes con el eje X.

b) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales
(calculando los limites laterales).

¢) Asintotas horizontales y oblicuas.
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e) Representacion gréfica aproximada teniendo en cuenta los resultados
de los apartados anteriores.

a) Domf=R—{-1,1}
+ Cortesconel gje X:
201 _ =0

x-(1 X):O—>{X

f(x)=0—
x? —1

El Unico punto de corte con el eje X es (0, 0) ya que en x = 1 la funcién
no esta definida.

« CorteconelegjeV:x=0—f(0)=0—(0,0)

b) Lafuncionescontinuaen R —{—1, 1}.

2 _
jim U= o
X = =1 —
X 1 — Discontinuidad de salto infinito en x = —1
x*(1—x)

Tiene una asintota vertical en x = —1

2 _ 2 _
I +7X (21 X) _ lim A
o Xt or X+ 2 1 _ Discontinuidad evitable en x = 1
X1 =x) =X —1
X =1 2_] X—H’X_i_] 2
9 fm 0=
X — +oo XZ — B R , .
— No tiene asintotas horizontales.
x2(1—x)
lim =400
Xx—>—  y2
lim M— lim x(1=x) =—]—-m=-1
x>0y X = o X(Xz_’l)

— Asfntota oblicua: y = —x 41

2
d) f'(X):u:O
X2 —1
x=0
f'(x) =
0 {x:—2

e En (=00, =2) U (0, +0) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En (=2, =N U(=1,0) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
En x = —2 presenta un minimo y en x = 0, un maximo.

622
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X=— \\

a) 2—x>0— x <2 — Dominio = (—o0, 2]

« CortesconelgieXv2—x =0—>x=2—(2,0)

. CorteconelejeY:X=O—>y=\/3—><0,\/?>

No tiene asintotas verticales.

SOLUCIONARIO 1 O

lim 2 —x = 400 — No tiene asintotas horizontales.

. V2 —x
//rq — =0

— No tiene asintotas oblicuas.

.=
PN
y' = ! <0

22— x)V2 —x 5
— Funcion convexa

< 0 — Funcion decreciente

2

b) 1—2— >0 - x €[5, 5] — Dominio = [—5, 5]

25

Dibuja la gréfica de estas funciones con radicales, analizando previamente
sus caracteristicas.

a) y=+v2—x b)y:24/1—éx2 Qy=+vVx*-9 d y=—/x+3

Y4

[

3/

2
« Cortes con el ejeX:J]—;(—S =0—>25—x=0— x=2%5-(=50),(5,0)

+ CorteconelgieYVx=0—-y=2-(0,2)
No tiene asintotas.
, —4x
y=———=0->x=0
10425 — x?
« En(=5,0) = y’' > 0 — Funcion creciente
« En (0, 5) — y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.
" —100
y' = <0
10025 — X))V 25 — x2
— Funcién convexa

<V
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Representaciéon de funciones

x2—=9>0—> x € (—ow, =3]U[3, +0) = Dominio = (—oo, —3]U[3, +x)

. Cortesconeleje X:vx?—9 =0— x =*3—(-3,0),(3,0)
« Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.

lim Nx*—=9 =+

e — No tiene asintotas horizontales
im Nx>—9 = 4o
X — —00
2
) X" =9
im ——— =1—>m=1
X — 400 X
2 2
. ) X°—9—x . -9
lim (\/x2—9—x>: im ——=|im —————=0—->n=0
X— 4o X — 400 X2_9 +x X = +00 ‘/X2—9 +x
— Asintota oblicua: y = x
2
X°—9
/ =]l->m=-1
X— —0 X

2_9_x? -9
im (Nx? =9 +x)= lim 222225 — jjm ———2
x—>—oo< > X — —00 /X2_9 — X X = —0 “/X2—9 + x

— Asintota oblicua: y = —x

=0—->n=0

2X X
g = =0—>x=0
Wxi—9  Jx2-09

« En(—o, —3) > y'<0
— Funcién decreciente

y

« En (3, 4) = y' > 0 — Funcién creciente

yu_ _9 <O
(x* —9)/x? —9

— Funcién convexa

No presenta puntos de inflexién.

d) x+3>0— x> —3— Dominio = [—3, +)

« Cortesconeleje X —J/x+3 =0—> x=-3—>(-3,0)
. CorteconelejeY:x:O—>y:—x/?—)(O,—x/?)
No tiene asintotas verticales.

lim —/ x4+ 3 = —o — No tiene asintotas horizontales.

X = 4o

im —~Y~21T=2 VX—"‘Q’:O
X = 4o X

— No tiene asintotas oblicuas.

y = ——= < 0 — Funcién decreciente.

2%+ 3

1
y' = >0

4x+3)Vx+3

— Funcién concava.

No presenta puntos de inflexion.



SOLUCIONARIO 1 O

091 | Escribe la funcién a la que corresponde cada una de las siguientes graficas:

GRAFICA 1 Y4

&
v
4

GRAFICA 2 YA

[
\

GRAFICA 3 YA
1“ /
SRS >
GRAFICA 4 YA
X

Gréfica 1: f(x) =+25— x?
Gréfica2: g(x) = —3,/]1— —

Grafica3: h(ix)=+x—1

Gréficad: j(x) =~x?—4
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Representaciéon de funciones

092 | Dibuja la gréfica de estas funciones, analizando previamente sus caracteristicas.

2_
a) y = xe* dy=" 21
eX
—X X 12
b)y:w e)y:u
2 ex
0 y =3x%* f)y=e~~

a) Dominio=R
« CortesconelejeX:xe* =0—- x=0—-(0,0)
« CorteconelegjeV:x=0—-y=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.
lim xe* = 400 — No tiene asintota horizontal.

X =+
. . L'Hopital . 1 .
im xe* — wo-0— lim 22 DO jim = [im —e*=0
X — —0 X — —00 e*X 00 X — —00 _e*X X — —00
) — Asintota horizontal: y =0
. xe . . _ ] .
lim = lim e* =+oc0 — No tiene asintotas oblicuas.
X—>+o  y X =+
y'=e + xe* =e*(1+ x)
y'=0—-x=-1
« En(—o0, —1) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En (=1, 4+00) — y' > 0 — Funcion creciente
Fnx = —1 presenta un miimo. Y
y"=e*(1+ x)+ e
"=0->14+x4+1=0
= Xx=-2 |
« En (=00, —=2) = y" < 0 — Funcion convexa =70
—t L + t t —t—t>
« En (=2, 4+) = y" > 0 — Funcién concava ] X
En x = —2 presenta un punto de inflexion.
b) Dominio =R
e*X X
« Cortes con el gje X: no tiene ya que ———— =0 — +e* = 0.
2 e”
. T+1
« CorteconelgieY:x=0-y=—=1->(0,1)

No tiene asintotas verticales.

. e 4+ e
lim e te = 400
X = +ow 2 . . :
— No tiene asintotas horizontales.
. e + e
im ——— =4
X = —© 2
. e + e
//nz e *e _ +o0
X = ee}
7X2X . — No tiene asintotas oblicuas.
. e e
lim e re = 4o
X = —00 ZX
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SOLUCIONARIO

Tiene ramas parabolicas:

X = 4o 2 X = —0 2
Y'Z%:O—wx:e*X—>x:—x—>2x:O—>x:o
* En(=0,0) > y' <0 YA
— Funcién decreciente \\ II
« En (0, 4+0) — y’' > 0 — Funcion creciente \ |
En x = 0 presenta un minimo.
\L1 1/
—X X 3 {
y'= % > 0 — Funcién concava >
No presenta puntos de inflexion.

Dominio=R

« Cortesconeleje X:3x%¢™* =0— x =0—(0,0)
« Corteconeleje:x=0—->y=0—-(0,0)

No tiene asintotas verticales.

2

lim = 0 — Asintota horizontal: y=10

X = 400 eX

lim 3x?e™ = 400 — No tiene asintota horizontal cuando x — —co.
X = —0

o 3x%e ) » . ) .

lim = Jim 3xe™ = —oo — No tiene asintota oblicua.
X — —0 X X = —0

Tiene una rama parabdlica: lim 3x’e™ =+

' — 2 X :O
y'=e"(6x—3x)=0->x(6—-3x)=0—> =
« En(—o0, 0)U (2, +0) = y' < 0 — Funcion decreciente

« En (0, 2) = y' > 0 — Funcién creciente
En x = 0 presenta un minimo y en x = 2, un maximo.

Yy =e(Bx2 —12x+6)=0—>x=2+2
« En (=00, 2=v2)U(24 V2, +%) = y" > 0 = Funcién concava
- En (2—\/5, 2+\/3) — y" <0 — Funcién convexa

Enx=2*+2 presenta dos puntos de inflexion.
Y

<V
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Representaciéon de funciones

d)

Dominio =R

x? =1
= =0>x==*x1>(-10),01,0)

« Cortes con el gje X:

e
« CorteconelejeY:x=0->y=—-1—-(0,-1)

No tiene asintotas verticales.

2 —
im % ] = 0 — Asintota horizontal: y =0

h—ow eX

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

2X — (X2 =1N2x  4x—2x° x=20
"= . = ——=0->x(4-2x)=0—>
Y e e’ X = i\/?
- En (—oo, —\/5) U (O, \/5) — y' > 0 — Funcion creciente
« En (—\/E O) U (\/5 —|—oo> — y' < 0 — Funcién decreciente

En x = £+ 2 presenta dos maximosy en x = 0, un minimo.

XZ

o Ax 14X 4+ 4 X = *0,56

= =0->
e x =317

o En(—o0; —3,17)U(—0,56; 0,56) U (3,17; +00) — y" > 0 — Funcion cdncava

« En(=3,17; =0,56) U (0,56; 3,17) = y" < 0 — Funcién convexa

Enx = —056; x =056 y x = 3,17 presenta puntos de inflexion.

YA

Dominio =R
(x+1°

X

« CortesconelejeX:y =0— =0->x=—-1>(-10)
e

« CorteconelejeV:x=0-y=1—>(0,1)

No tiene asintotas verticales.

‘ X+ 1) ) .
lim e+ = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X = 4o eX
. (x + 1)? ) , .
lim — =40 > No tiene asintota horizontal cuando x — —co.
X —> —© e
. x 4+ 1? . ) :
lim X+ = —oo — No tiene asintota oblicua.
X — —0 XeX
. . ) X417
Tiene una rama parabodlica: /im X+ 1) = 4w
X —= —© eX



SOLUCIONARIO 1 O

. 2 2
Y = 2X +2—(x+1) _ =X +1 0o x— =1
e* e”
« En(—o0, =) U (1, +00) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En(—=1, 10> y'>0— y' >0 — Funcion creciente
Enx = —1 presenta un minimo y en x =1 un maximo.
— 2 p—
i Sk Ny JNP S PN P
eX
« En (—oo, 1— \/5) U (1 +4/2, —|—oo> — y" >0 — Funcion céncava
« En (1 V2,14 \/5) — y" < 0 = Funcion convexa

Fnx=1+2 presenta puntos de inflexion.

YA

<V

Dominio=R
« Cortes con el eje X: no tiene.
« CorteconelejeY:x=0—->y=e—(0,¢)
No tiene asintotas verticales.
lim e~ =0 — Asintota horizontal: y = 0

X —> 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

Y =(=2x) " =05 x=0

« En(—o0, 0) = y' > 0 — Funcioén creciente

« En (0, 4+00) > y' <0 — y' < 0 — Funciéon decreciente
En x = 0 presenta un maximo.

y'=—2e""" —2x(=2x)e' " =0 4x* —2=0-x=1= il

U - y">0 Y4

2
« En —oo,—/i /l,—i—oo
2 2

— Funcién concava

[ [ 7T\
cEn|——, = |—>Vy"'<0
2'\ 2 :

— Funciéon convexa / N

Enx == /i presenta puntos de inflexion.
2

<V
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Representaciéon de funciones

X

093 | Sealafuncion f(x) = x + e~ .

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos,
los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar su gréfica.

Domf=R
ffx)=l—e*=0—-2e =12 =5 x=0
« En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En (0, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo.

f'(x) =e* >0 — f(x) concava
No presenta puntos de inflexion.
No tiene asintotas verticales.

im (x +e*)=+oo

Ko — No tiene asintotas horizontales.
im (x+e*)=+o0
X = —o0
o oXte” Y
im ————=1->m=1
X — +o0 X 7
im (x+e*—=x)=1Ilme*=0—->n=0
X = 400 X—400 ol
, . Sly=x
— Asintota oblicua: y = x A
Cuando x — —o no existe el valorde n 2+ A
por lo que no tiene asintota oblicua. BN YRR
. 1 v 1 X
Tiene una rama parabdlica: 1
im (x+e*) =4
X — —00

094 | Sea la funcién f(x) = x’e*. Calcula sus asintotas, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, maximos, minimos y puntos de inflexion. Represéntala
gréficamente.

Domf=R
- Cortes con el eje X: x’¢* =0 — x =0 — (0, 0)
« CorteconelegjeV:x=0—-y=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.

lim x%e* = 400 — No tiene asintota horizontal.
X — 4o

2 L'Hopital . 2x _

im = |

. . 0/0]
im x’¢* > ow-0— | - — =0
X — —o0 X — —o0 e*X 00 X — —0o0 _e*X X— -0 X
— Asintota horizontal: y =0
X2€x
lim = |im xe* = 4o — No tiene asintota oblicua.
X = 4o X X = 4o

Tiene una rama parabdlica: im x%e* = 4o

X — +o0
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f'(X)=eX(2x+x2):o_>X(2+X):O_){

SOLUCIONARIO 1 O

x=0
X =2

« En(—o0, =2)U (0, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
« En(=2,0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = —2 presenta un maximo y en x = 0, un minimo. Y

f”(x):eX(x2+4x+2):O—>x:—Zi\/E

-En(—oo,—2—\/E)U(—2+\/5,+oo) I

— "(x) >0 = f(x) cOncava

1/
-En<—2—\5,—2+\/5>—>f”(x)<0 —— .
— f(x) convexa y=0 X
Enx=—2++/2 presenta puntos de inflexion.
Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = (x —1)*e™.
a) Hallalas asintotas de la grafica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de fy calcula,
si existen, sus extremos relativos o locales y sus extremos absolutos o globales
(puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).
¢) Esbozala graficadef.
(Andalucia. Septiembre 2005. Opcién A. Ejercicio 2)
a) Domf=R
No hay asintotas verticales.
_1)2
im (x —=1%e* = lim x =1 = 0 — Asintota horizontal: y =0
X = +oo X = +o0 eX
lim (x = 1)’e™ = 400 — No tiene asintota horizontal cuando x — —ce.
. x —1’e™ , ) ‘
lim K=lre” = 400 — No tiene asintota oblicua.
X — —©0 X
' —x 2 _x 2 X =
b y'=e (2x—2—(x—1) ):e (=x +4x—3):0—>{
X =
« En(—o0, N U(3, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(1,3) = f'(x) > 0 > f(x) creciente
En x =1 presenta un minimoy en x = 3, un Maximo.
) Para esbozar la gréfica nos faltan los puntos Vi
de corte: ‘
« Conelege X
(x—1e*=0->x=1-(1,0) \\
« ConelejeY: 1\
x=0-y=1-(0,1) I\
y=0 X
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Representaciéon de funciones

096 | Dibuja la gréfica de estas funciones, analizando previamente sus caracteristicas.

eX+ e X

a) y=xlInx b) y =log, (x> +1) dy=h——"— d y=—"

a)

2 In x
Dominio = (0, +o0)
+ Cortesconeleje X: x In x =0 — x =0, como no esta en el dominio,
No tiene cortes con este eje.
« Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

1
, ) In x oo LHopital X )
im xInx= Ilm - — lim = Jlim(=x)=0
x — 0" x—ot ] 00 x—=0" — x — 0"

2

>
>

— lim xIn x = 0 — No tiene asintotas verticales.

x — 07

im x In x = +00 — No tiene asintotas horizontales.

X = +oo

. xIn x ) . , )

lim = Jim In x = +00 — No tiene asintotas oblicuas.
X = 4+ X X — oo

Tiene una rama parabdlica: im xInx =+

X = +oo
' -1 1
y=1+hx=0->hx=—-1T-o>x=¢"' 5 x=—
e
1 ) . .
« En |0, —| = y' < 0 — Funcion decreciente v
e
1 , ., )
« En|—, +0| = y' > 0 — Funcién creciente
e
1 -~
En x = — presenta un minimo.
e
1
" ] . . —_ 1ttt
y" = — >0 — Funcion cdncava 1 X
X

No presenta dos puntos de inflexién.

Dominio = R
. Cortes coneleje X:log, (X’ +1)=0— x’+1=1-x’=0—->x=0-(0,0)
« CorteconelegjeY:x=0—y=Ilog,1=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.

Xﬁnzm log,(x” +1) =+

i , — No tiene asintotas horizontales.
lim log,(x*+1) =+

X——0

log, (X2 41 ) , )

lim log, (" +1) _ 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X — oo X

Tiene ramas parabodlicas:

lim log, (x* 4+ 1) = +oo
— 40

X

lim log, (x* +1) =+

X —>—00



SOLUCIONARIO 1 O

Y= 2X
In2(x* +1)
« En(—o0, 0) > y' < 0 — Funcion decreciente

=0—->x=0

« En (0, 4+00) > y' > 0 — Funcién creciente
En x = 0 presenta un minimo.

_ 2
s, S SN
In 2(x? + 1)

e En(—oo, =N U(], +o0) = y" < 0 — Funcion convexa
« En(=1 1) — y" >0 — Funcién céncava
En x = =1 presenta dos puntos de inflexion.

YA
N A
N v
N y4
X
Dominio = R
«+ Cortes con el gje X:
eX e—X eX e—X
nE e 08T s eqer =2
2 2

S e 2" 4+1=0>2e"=125x=INn1=0-(0,0)

T41

« Corteconeleje:x=0—y=In =In1=0-(0,0)

No tiene asintotas verticales.

im In ere =4
X = 400 2 . , .
— No tiene asintotas horizontales.
ex +e—x
im In =+
X = —© 2
eX + e*X
In
. 2
im ————————=1-m=1 ; ,
X > 400 X + — Asintota oblicua:
X —x y=X- 0,69
lim [In e e —x] — 0,60 — n=—0,69
X = +o0
ex +e—x
In
2
im ———————=—1->m= -1 ; ,
X > —o0 X + — Asintota oblicua:
X —x y=-—X-= 0,69
im [m € J;e n x] — 069 = n=—069
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Representacién de funciones

1 X —X
2[3(6 —e )] :
y'= =0—oe——=0—e"=12e"=1-x=In1=0
e +e” e*

« En(—o0,0) > y' <0

. . YA
— Funcién decreciente

« En(0, +00) > y' >0
— Funcién creciente

//
kN

RN

En x = 0 presenta un minimo. N i

RN

4e™"e” oA
y” - —2x —X 5X 2x >0 K )=(
e +2e e te —x 060 Ty = 069

— Funcién céncava ’ .

No presenta puntos de inflexion.

Dominio = (0, 4-o0) — {1}

« Cortes con el ejeX:lL:O—>x:O—>(O, 0)
n x

» Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

) X , :
im —— = o0 — Asintota vertical: x =1
x =1 |n X

_ X i , .
im —— =0 — No tiene asintota vertical.
x = 0F |n X

_ X ) , .
im —— = +o0 — No tiene asintotas horizontales.
X — +o0 |n X

. X ) 1 . , )
fim = [im —— =0 — No tiene asintotas oblicuas.
X = +oo XlnX X = +oo |DX

: . X
Tiene una rama parabolica: im ——=+o0
x=to |n x

,Inx—1
(In x)?

=0=oIlnx=1->x=¢

« En(0, MU (1, e) > y' < 0 — Funcién decreciente

« En(e, 4+o) = y' > 0 — Funcién creciente

En x = e presenta un minimo.

2—Inx
= T =0>olhx=2>x=2¢

x(In x)* L |

« En(0, DU (€%, 4+00) = y" <0 1
— Funcién convexa [\

x<Y

« En(1, €e?) = y" > 0 — Funcion concava

En x = e? presenta un punto de inflexion.



097

SOLUCIONARIO 1 O

Seaf(x) =1+ In_zx conx € (0, +=). Se pide:
X

Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos
y las asintotas. Esbozar su grafica.

Dom f= (0, +)

. In x , .

im |1+ — =% Asintota vertical: x = 0
x — 0" X

, | ] .
lim [1 + M] = 1— Asintotas horizontales: y =1
X = 4o XZ

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.
_1=2Inx
B 3

X

« En (O, \/;> — f'(x) > 0 — f(x) creciente

f'(x) —051=2Inx—x=+e

« En (\/g +oo> — f'(x) <0 — f(x) decreciente

En x = +e presenta un maximo.

P =202525 o x= e
X

- en (0, ¢e° ) — f"(x) < 0 = f(x) convexa
- En ((\5/675 —|—oo> — f"(x) >0 — f(x) concava
En x = Ye° presenta un punto de inflexién.

+ Cortes con el gje X:

f(X)=0—>1+m—2X:0—>x2+|nx:o
X
f(01) <0
T. Bolzano . , .
f(n>0 ———— Existe una raiz en ese intervalo.

f(x) continua [0,1; 1]

Esta raiz es Unica porque f(x) es creciente en (O, \/2) y decreciente
en (\/g +oo>, y tiene una asintota horizontaleny = 1.

« Corte con el eje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

YA
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Representaciéon de funciones

098 | Seaf(x)=2—x+Inx, conx € (0, +=). Se pide:

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos
relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas de f.
Esbozar la grafica de f.

F0) =14 L = X+
X X

¢ En(—oo, 1) = f'(x) > 0 = f(x) creciente

=0->—x+1=0—->x=1

« En(1, 400) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x =1 presenta un maximo.

f'(x) = ;j < 0 = f(x) convexa.
X

No presenta puntos de inflexion.

im (2 —x+1In x) = —c0 — Asintota vertical: x = 0
x =0t

im (2 — x4+ In x) = —oc0 — No tiene asintotas horizontales.
X — +oo

lim M: lim w:_]_)m:_1
X+ y X = +oo X

lim (f(x)—mx): Im 2—x+Inx+x)= Ilm 24+Inx)= 40
X = 4o X = 400 X = +o0

— No tiene asintotas oblicuas.

Tiene una rama parabdlica: im (2—x+1Inx) = —o0

X =+

YA

099 | Estudia las caracteristicas de esta funcion definida a trozos y dibuja su gréfica.

flx) = x2+4 s!x§1
X°—6Xx+8 six>1

Domf=R
im (x> —6x+8)=3

x =11

im (x+4)=5

x—=1"

— Discontinuidad de salto finito en x = 1

« En (—oo, 1] = Recta que pasa por (—4, 0) y (1, 5)

« En (1, +00) — Pardbola de vértice (3, —1)
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Cortesconeje X: x> —6x +8 =0 — {X:
X =

SOLUCIONARIO 1 O

Enx=1—=f(1)=3

YA

T
T—r—

X<

Dibuja la gréfica de la funcion:

f(x):{\IZS—xz si—5<x<4

x? —=2x—5 six>4

o En (=00, —5) la funcidn no esta definida.
f4)=16-8—-5=3

i 2 _ — g — — g
X/I—>nzr+(x 2x=5)=16-8-5=3 — f(x) continuaenx = 4

lim N25— x> =J25-16 =3

X — 4"

« En[—5,4) > f(x) =25 — x*:

x=-5—->y=0->(-50)
x=4—->y=3->(4273)
No tiene asintotas en el intervalo en el que esta definida.

Y= =0 x=0

25— x?
En[-5,0) = y' > 0 — Funcién creciente
En (0, 4) > y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.

Y —25 .,
y" = ————= < 0 — Funcién convexa

25— x? YA

¢« En[4, +0) = f(x) = x> = 2x =5

Parabola de vértice (1, —6).

No tiene cortes con los ejes en el intervalo

en el que esta definida.

x=4->y=3->(4273)

im (x> =2x —5) = 4o

X — 400

<V
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Representaciéon de funciones

101 | Se considera la funcién:

si x <2

FX) =1 x —1
x> —3 six>2

a) Determine el dominio de definicién, estudie su continuidad y halle sus asintotas.
b) Esboce una gréfica de la funcién.

a) Domf=R-—{1}

lim- =—®
=l X]*1 — Discontinuidad de salto infinitoen x = 1
lim =+
=1t x =1
fQ)=4—-3=1

lim (x*=3)=1
x—2* — Continuaenx =2

li

X=27 x — ']
Asi, f(x) es continuaen R — {1}.

=1

fi
x =1 X_]

= o0 — Asintota vertical: x =1

lim

X — —o0o X_’I

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

lim (x* —3) = 400 — Rama parabdlica por ser funcion polinémica.

X =+

b) f'(x) =1 (x —1)?
2X Siox > 2

Sl x <2

e En(—o0, NU(1, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
e« En(2, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

f'27) = =—1
X=2- %) (2 —1)? — No derivable
f'2t)=2-2=4
14
=
EENEESRENEE %
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Se considera la funcion f: R — R definida por:

—1 si x <—4
Flx) = x8+2 si—4 <x <2

— si 2 <x

X

Representar graficamente la funcion.

(La Rioja. Junio 2004. Opcidn A. Ejercicio 5)

Domf=R

+ — Continuaenx = 2

Asi, f(x) es continuaen R — {—4}.

e En(—o00, —4) = f(x) = —1 — Funcidn constante

« En[—4, 2) = f(x) = x + 2 — Recta que pasa por (—4, —

e« EN[2, +0) = f(x) = ﬁ — Definida en todo el intervalo
X

No corta a ninguno de los dos ejes.
No tiene asintotas verticales.

8 . .
lim — = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X =ty

No tiene asintotas oblicuas.

-8

f'(x) = —< 0 — Funcion decreciente
X
" 16 o
f'(x) = —> 0 — Funcion céncava
X

YA

<

SOLUCIONARIO 1 O

— Discontinuidad de salto finitoen x = —4

2y (2,4
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Representaciéon de funciones

X si x <—1
103 | Estudia sila funciéon f(x) = j1—x? si —1 < x <2 escontinua
-3 si 2 <x
enlospuntosx=—1yx=2.

Representa graficamente dicha funcién.

Domf=R

im x=—1
X —=-—=1"

i 1 — Discontinuidad de salto finitoen x = —1
im 1—x* =

x— =17
f(—2)=1-4=-3

MO — Continuaenx = 2

Asi, f(x) es continuaen R — {—1}.

+ En(—o0, —=1] = f(x) = x — Recta que pasa por (—1, =1) y (=2, =2)

« En(=1,2] = f(x) = 1— x?» — Paradbola de vértice (0, 1)
=1
Cortesconeleje X:1—x? =0 — {X
x=0
« En (2, +00) = f(x) = —3 = Funcién constante
Y

104 | Considera la funcion f: R — R definida por:
Flx) = sen x si x <0
x> +bx six>0
Para b = —2y el intervalo [—2, 3], determina los puntos de corte con los ejes,

los extremos relativos (maximos y minimos), la curvatura y dibuja la grafica
de la funcion f.

Dom f = [—2T, 3]
senx=0—>x=0,x=—m, x =—27
X =2x=0->x(x—2)=0—>x=2

« CorteconelejeV:x=0—-y=s5en0=0

« Cortes con el gje X: {
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SOLUCIONARIO 1 O

En[—2m 0 f(X) = cos x =0 —> x = —~ x = —3m
2 2
. En[—2ﬂ, —3m Ul == 0] - fi(x) > 0 — f(x) creciente

. En [ _;ﬂ , _7“] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

T Lo
, Un Maximo.

—T ;o
Enx = T presenta un miNiMoy en x =

En(0,3l:f'(x)=2x—2=0—>x=1

« En(0, 1) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En(1,3) > f'(x) > 0 > f(x) creciente
En x =1 presenta un minimo.

f"(x) = —sen x

« En (=21, —m) = f"(x) < 0 — f(x) convexa
« En(—mx, 0) = f"(x) > 0 = f(x) cOncava

« En (0, 3) = f"(x) > 0 — f(x) céncava

En x = —m presenta un punto de inflexién.

YA

<V

Estudia y representa graficamente la siguiente funcién: g(x) = |—x2 + 4x|
La funcion y = —x? + 4x tiene como gréfica una parabola de vértice (2, 4)
que corta al eje Yen el punto (0, 0), y al eje X en los puntos (0, 0) y en (4, 0).

La funcién toma valores negativos en (—oo, 0) U (4, +0o0) por lo que haciendo
una simetria respecto del eje X se obtiene la grafica pedida.

YA

Yl

T
i
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Representaciéon de funciones

106 | Sea fla funcién dada por f(x) = x2 —3| x|+ 2, x €R.

a) Estudiese la derivabilidad de fen x = 0 mediante la definicién de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de fy sus extremos relativos.
c) Esboécese la graficadef.

x> =3x+2 six<0
a) fx)=1 , .
X°+3x+2 six>0

2 JE—
jm [Q+M=FO) - P H3h+2-2 1523
h—0" h h—0" h h—>0"
JE— 2_ J—
jm [Q+MN=FO) - P =3h+2-2 L g 5
h— 0" h h— 0" h h— 0"

— No es derivable en x = 0.

b) En(—OO,O)ef’(X):2x+3:O—>x:T
. En [—oo, —3] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
2
. En [_23 o] — f'(x) > 0 — f(x) creciente

n[0, +00) = f'(x )_2x—3_0—>x_§

- En [ ;] ) < 0 — f(x) decreciente
[ ] (x) > 0 — f(x) creciente
En x = ii presenta dos minimos y en x = 0, un Maximo.
2

107 | Estudia y representa las siguientes funciones.

a) y=—x*+6x>—5 d) y=28x*—x*
4x% + 1 1

b) y= e y=——

Y 2Xx Y (x —2)?

Q y=+v16—x’ f) y=+vx*—4x
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SOLUCIONARIO 1 O

Dominio =R

Il
I+

1
J5

X
« Cortesconeleje X f(x) =0 — —x*"+6x> —5=0— {
X

|
I+

« CorteconelejeY:x=0—>y=-5—(0,-5)
Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (—=x* 4+ 6x> —5) = —o0 lim (—x* + 6x?> —5) = —o0

X —> —00 X — 400

x=0

x =43

« En (—00, _\/E) U (O, \/§> — f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En (—\/E O) U (\E +00) — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
Enx =—/3 y X = J3 presenta dos maximos y en x = 0, un minimo.

f’(x)=—4x3+12x=0%{

f'(x) = —=12x"+12=0 — x = *1

« En(—oo, =N U (1, +o0) = f"(x) < 0 — f(x) convexa
« En(=1,1) — f"(x) > 0 — f(x) cOncava

Enx = —1yx =1 presenta puntos de inflexion.

YA

=

-

T~
~

L
<V

P
\\

Dominio =R — {0}
4x% 41
2x

« CortesconelejeX: y =0— =0—4x’+1=0

— No tiene puntos de corte con este eje.

« Corte con el eje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

2
lim A+ = oo — Asintota vertical: x = 0
x>0 2X
2
lim Ax 1 = 4o
X = 4o
2x — No tiene asintotas horizontales.
) 4x% +1
lim = —
X — —00 2X
2
im ax 1 =2->m=
42); : : — Asintota oblicua: y = 2x
lim X+ —2x|=Ilm —=0—>n=0
X >0 2X X >0 2X
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Representacién de funciones

2 2
y’:8X 2 _ M 1=O%x=i/i—>x:il
4x? 2x? 4 2

YA

1 1 , - .
« En —00,—3 U 3 400 — y' >0 — Funcion creciente
1 1 , L .
« En —3,0 U O,; — y' < 0 — Funcion decreciente
1 L
Enx = _E presenta un Maximo

1 -~
yen x = —, un minimo.
2

« En (=00, 0) = y" < 0 — Funcion convexa
« En(0, +00) = y" > 0 — Funcién concava

No hay puntos de inflexion.

Q) 16—x>>0—(4—x)(4+x)>0— x €[4, 4] — Dominio = [—4, 4]

- Cortesconeleje XV16—x> =0—=16—x’ =0— x = *+4

« CorteconelgieV:x=0—-y=4—-(0,4)

No tiene asintotas.

y’:_—2X=O—>X=O
2416 — x?

« En(—4,0) > y' > 0 — Funcion creciente
« En (0, 4) - y' < 0 — Funcion decreciente

En x = 0 presenta un maximo.

" _16 16

No presenta puntos de inflexion.

YA

=<V

16— W16 - (¢ — 1616 —x°

< 0 — Funcién convexa

<V



SOLUCIONARIO 1 O

d) Dominio =R

x=0
. Cortesconeleje X:8x* —x"=0— x*(8 —x*)=0—
X i\/g

« CorteconelejeY:x=0—f(0)=0-—(0,0)
Solo tiene ramas parabdlicas:

im (8x* —x*)=—o0

X — 400

lim (8x* —x*)=—o0

=0
Yy =16x—4x> =0— x(16—4x*)=0— x
Xx==x2
« En(—o0, —2)U(0, 2) = y' > 0 — Funcion creciente
« En(=2,0)U(2, ) — y' < 0 — Funcién decreciente

Enx= —2yx =2 presenta dos maximos y en x =0, un minimo.

y”:16—12x2:0—>x2:£:§—>x:i /§
12 6 6

—->y"<0 YA

8
=+
6

— Funcién convexa N\ AL
\

|
- En —Jé, /é ->y">0
6 6

— Funcién céncava

8 8
Enx=—— y x=,|— presenta dos
6 6 puntos de inflexion.

Dominio =R — {2}
« Cortes con el eje X: no tiene.

. CorteconelejeY:x:Oey:iﬁ[O,i]
4 4

= oo — Asintota vertical: x =2

lim

X2 (X _ 2)2
im
X >0 (X _ 2)2

No tiene asintotas oblicuas ni ramas
parabdlicas.

, -2

= 0 — Asintota horizontal: y =0

Y4

=0

T

« En(—o0, 2) > y' > 0 — Funcion creciente

« En(2, 4+0) > y'<0

— Funcién decreciente

<V

" 6

y'=a——> 0 — Funcion concava y=0

(x=3) -

No presenta puntos de inflexion.

<V
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Representaciéon de funciones

) X*—=4x>0->o x(x—=2(x+2)>0—> x€[—2, 0]U[2, +x)

— Dominio =[—2, 0]U[2, +0)

« Cortesconeleje XNVx?—4x =0—-x=0, x==*2
« CorteconelegjeV:x=0—-y=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.

lim ~x*®—4x =400 — No tiene asintotas horizontales.

X — 400

P —4x

) X . , )
lim —————— = +00 — No tiene asintotas oblicuas.
X — +oo X
) 3x*—4 4
N X2 —4x 3

U(Z, —|—oo) — y' >0 — Funcion creciente

« En fZ,ﬂIi
3
« En|— /iO
3

— y' < 0 — Funcion decreciente

YA
[4
Enx=— ? presenta un Maximo.
; 3x* —24x* —16 24
y = <0
40x° — 4xW x° — 4x
— Funcidén convexa
No presenta puntos de inflexion.
Estudia y representa estas funciones.
a) y= 8 Qy=x+—
x> —4 X
b) y = ¥ *+17" d) y=1In(16 —x? —x*)
a) Dominio=R — {-2, 2}
« Cortes con el gje X: no tiene.
« CorteconelegjeY:x =0—f(0) = 8 —2-(0,-2)
lim = o0 — Asintota vertical: x = 2
X =2 X2 —4
lim = oo — Asintota vertical: x = —2

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

<



SOLUCIONARIO 1 O

y =1 g x=0

(x? —4)°
« En(—o0, =2)U (=2, 0) = y' > 0 — Funcién creciente
« En (0, 2)U (2, +0) = y’' < 0 — Funcion decreciente

En x = 0 presenta un maximo.

. 48x° 4 64
-4y
e En(—o0, =2)U (2, +) > y" >0
— Funcién concava
« En(=2,2) > y”" < 0 — Funcién convexa
No presenta puntos de inflexién.
YA

T ———
I

-

/
f
|

Dominio=R

« Cortes con el eje X: no tiene.

- CorteconelejeV:x=0—y=¢e"=1—(0,1)
No tiene asintotas verticales.

. 2 4
//m ex +17x :+OO

) /_> i i — No tiene asintotas horizontales.
im e* 7" =+
X —> —0
ex2+17x"
lim =400
X = +0o0 X . , .
e — No tiene asfntotas oblicuas.
e
li = 400
X —> -0 X

Tiene ramas parabolicas:

. 2 4
//m ex +17x :+OO

X = 400

. 2 4
//m ex +17x :+OO

Y =02x+68x)e T =05 2x+68x° =05 x2+68x)=0—>x=0
« En (=00, 0) > y' < 0 — Funcién decreciente

« En (0, 4+00) — y' > 0 — Funcidn creciente

En x =0 presenta un minimo.

y" = e 7 (24 204x° 4 (2x 4 68x°)?) > 0 — Funcion concava
No presenta puntos de inflexion.
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Representacién de funciones

=<V

¢) Dominio =R — {0}

+ Cortesconel gje X:

2
f(x):O—>x+i: s
X X

« Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

= 0 — No tiene puntos de corte con este eje.

) 1 , )
lim [x + —] = oo — Asintota vertical: x =0
x—0 X

. 1
lim [x + —] =+
X = +oo X . , )

— No tiene asintotas horizontales.

lim [1+%]=1—>m=1

X — Asintota oblicua: y = x
‘ 1 .
lim [x+——x]: im —=0—->n=0
X = +0o0 X X =40y

2_

7SS P Sl Y BNV

x? x?

« En(—o0, =) U(1, +00) — y' > 0 — Funcién creciente

« En(—=1,0)0U(0, ) = y' < 0 — Funcion decreciente
Enx = —1 presenta un madximoy en x = 1, un minimo.

« En(—o0, 0) > y' < 0 — Funcion convexa

« En (0, 4+00) > ¥y’ > 0 — Funcién concava

YA

7

<
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SOLUCIONARIO 1 O

2 _
d 16—x>—x*=0—> X =33 — x = =*+/3,53 ==*1,88
X2 =—4,53
16—x?—x*>0— x €(—1,88;1,88) — Dominio = (—1,88; 1,88)
+ Cortes con el gje X:

N16—x*—xH=0-216—x>—x"=1->x"+x2—-15=0

2—_
= hA e [341 > x = +185
x? = 3,41
« CorteconelegieY:x=0—-y=In106=2,77
fi . In (16 — x> — x*) = o0 — Asintota vertical: x = —1,88

im In (16 — x* — x*) = o0 — Asintota vertical: x = 1,88

x — 1,88

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
. =2X—4X°
16 — x? — x*

« En(—1,88,0) = y' > 0 — Funcion creciente

=005 2x—4x*=0>ox(-2—-4x)=0>x=0

« En(0;1,88) = y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.

L —4x® —2x* —194x% =32 .
= < 0 — Funciéon convexa
(16 — x? — x*)?

No presenta puntos de inflexion.

YA

<V

Representa graficamente la funcion f(x) = x> —3x.
(Navarra. Junio 2006. Opcidn D. Pregunta 1)

Domf=R
« Cortes con el eje X:

x=0
f(X)=0-x*=3x=0-ox(x*-3)=0—>
X=i\/§

—(=/3,0),0,0),(+/3,0)

« CorteconelejeY:x=0—f(0)=0-—(0,0)

Tiene ramas parabdlicas: im (x> —3x) = +oo im (x> —=3x) = —o0

X = 400 X — —o0
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Representaciéon de funciones

Fx)=3x>=-3=0—> x==*1
e En(—o0, =N U (1, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—=11) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

Enx = —1 presenta un maximoyenx = 1,
un minimo.

f'ix)=6x=0—>x=0
« En (—o0, 0) = "(x) < 0 = f(x) convexa
« En (0, +00) = f"(x) > 0 — f(x) céncava

En x = 0 presenta un punto de inflexion.
14

—|—|—|—|——|—|—|——]|—|—|——|—|—|—|—>

X —1

x+1
y decrecimiento, los de concavidad y convexidad, los puntos de inflexién
y las asintotas. Esbdcese su gréfica.

110 | Dada la funcion f(x) = , determinense los intervalos de crecimiento

Domf=R —{-1}

« Cortesconeleje X:f(x) =0 — X_l =0->x=1->(0)
X+

« CorteconelgieV:x=0—-y=—-1—-(0,-1)

im =X | = oo — Asintota vertical: x = —1

x = -1 X+1

lim —— L 1 — Asintota horizontal: y =1

X =00 X+1

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

2

(x + 17
No presenta maximos ni minimos.

f'(x) = > 0 — f(x) creciente

f'(x) = —4 = 0 — No presenta puntos de inflexion
(x +1°

« En(—oo, —=1) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava

« En (=1, 4+00) = f"(x) < 0 = f(x) convexa
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SOLUCIONARIO 1 O

YA
|
|
R
- y:]
X
=7
. . X
Se considera la funcion f(x) = 5 .
x-+1

a) Halle sus asintotas, maximos y minimos.

b) Represente graficamente la funcién.
(Asturias. Junio 2008. Bloque 6)

a)

Domf=R
No tiene asintotas verticales.

lim
X x? +1

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.¢
2
ﬂﬂ:—iiLZO%X:ﬂ
(x> 417
e En(—oo, =N U(1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(=1,1) — f(x) > 0 — f(x) creciente

En x = —1 presenta un minimo y en x = 1, un maximo.

La funcién corta a los ejes en el punto (0, 0).

3 x=0
_ X —ox 6X:O—>2x3—6x:0—>
(x +1)° x=+3

- En (—oo, —\/g) U (O, \E) — f"(x) < 0 = f(x) convexa

f"(x)

* En (—\/g O) U <\/§ +00) — f"(x) >0 — f(x) concava
Enx=0, x= 3 y X = J3 presenta puntos de inflexion.

YA

651



652

Representaciéon de funciones

112 | Estudia (dominio, crecimiento, maximos y minimos, asintotas) y representa
graficamente la funcion:

flx) = 2x —1
X —x2
5 x=0
X—Xx"=0->x(1—-x)=0— 1%Domf:R—{O,1}
. 2x —1 1
« CortesconelejeX:f(x) =0 — 220%2)(—1:0%)(:5—)
X — X
« Corte con el gje Y: no tiene.
. 2x —1 , .
lim = oo — Asintota vertical: x = 0
x—0 X—X2
lim 2x 1 = oo — Asintota vertical: x =1
x =1 X_X2
. 2x —1 , .
lim — =0 — Asintota horizontal: y = 0
X —> oo X_X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

22X —=2x+1
(x —x°)

No presenta maximos ni minimos.

f'(x) > 0 — f(x) creciente

3
113 | Dadala funcién f(x) = 1)(72 se pide:
—X

a) Dominioy cortes con el eje X.

b) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales
(calculando los limites laterales).

c) Asintotas horizontales y oblicuas.
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e) Representacién gréfica aproximada teniendo en cuenta los resultados
de los apartados anteriores.

a) Domf=R —{-1,1}
3

=0—->x=0—(0,0)

« Cortesconeleje X:f(x) =0 —
1—Xx
« CorteconelejeV:x=0—f(0)=0—(0,0)
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SOLUCIONARIO 1 O

b) fescontinuaenR —{-1,1}.
3

im = o0 — Asintota vertical: x =1
X =1 ]_ X
X3
lim = o0 — Asintota vertical: x = —1
x— -1 ]_ b%
3
lim = —0
x=1t 1= x2 . - P
; — Discontinuidad de salto infinitoen x =1
lim = 400
x—1 ‘|_ X2
3
lim ., —=-—
S ]_3)( —> Discontinuidad de salto infinito en x = —1
lim X =400
X = —1 ]_ Xz
3
lim —=-—»
Q) o _3X — No tiene asintotas horizontales.
lim =400
Xx— - 1 x?
3
X . x) — Asintota oblicua:y = —x
//'m[ X +X]:/im =0—>n=0
X = o 'I_XZ X > o0 ‘|_X2
—x* 4 3x2 x=0
d o= 05 0E3-x)=0—
(1— x?)? x =3
« En (—oo, —\/5) u (\/g +oo) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En (—\/g —1) U(=117u (1, \/§> — f'(x) >0 — f(x) creciente
Fnx =3 presenta un minimoy en x = \/5 un Maximo.
e) YA
=10
N
N
y=x 2
) X
/-Q\
=1 N,

Estudia (dominio, crecimiento, maximos y minimos, asintotas) y representa

- e nx
gréficamente la funcion y = ——.
X

(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 5)
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Representaciéon de funciones

Dominio = (0, +o0)

1
—x—Inx
, X 1—In x
y' = = =0->Inx=1-x=c¢
x? x?

« En (0, e) = y' > 0 — Funcion creciente

« En(e, 4+) = y' < 0 — Funcién decreciente
En x = e presenta un maximo.
In x

lim —— = oo — Asintota vertical: x = 0
x—0 X

_Inx ] .

lim —— = 0 — Asintota horizontal: y = 0
Xty

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

Antes de representar la funcion, estudiamos los puntos de corte, y la concavidad
y la convexidad:

. CortesconelejeX:m—X:O—)lnX:O—>x:e°:1%(1,0)
X

« Corte con el gje Y: no tiene.

ixz —(1—1Inx)2x
" X

X4

—1-(0=Inx)2  —34+2Inx

X3 X3

=0

3
3 =
—»ihx==>x=e2 5 x=4e¢
2

« En (O, \/eT) — y" <0 — Funcion convexa
. En (\/673 +oo) — y" >0 — Funcion céncava

En x = Ve’ presenta un punto de inflexion.
YA
x=0

115 | Considera las tres funciones cuyas expresiones respectivas vienen dadas,
para x = 0, por:
x? —1 1
f(x) = g(x)=ex  h(x)=Ln|x|
X

siendo Ln la funcién logaritmo neperiano.



SOLUCIONARIO 1 O

a) Halla las ecuaciones de las asintotas de las graficas de f, g y h.
b) Identifica, entre las que siguen, la grafica de cada funcién, justificando la respuesta.

Yy A YA
X
X
GRAFICA 1 GRAFICA 2
Y4 Y

|~

GRAFICA 4

GRAFICA 3

(Andalucia. Afio 2005. Modelo 3. Opcion B. Ejercicio 1)

x? =1
a) « Asintotas de f(x) =
X
X2 = , .
im = oo — Asintota vertical: x =0
X =0 X
) x? —1
lim )
X = o0 X . , .
) — No tiene asintotas horizontales.
) —
lim = —o
X — —© X
2 —
lim =1om=1
X — o0 X , .
>4 : — Asintota oblicua:y = x
//'m[ —X]z//m—:O—>n:O
X = 0 X X = 00 X

1
« Asintotas de g(x) = e~
A
im ex = oo — Asintota vertical: x =0
x—0

1
lim ex =1— Asintota horizontal: y =1

X — oo
No tiene asintotas oblicuas.
- Asintotas de h(x) = In | x|
lim In| x| = oo — Asintota vertical: x = 0
X =0
im In | x| =+
X = 400

. — No tiene asintotas horizontales.
lim In | x| =+
X —> -0
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Representaciéon de funciones

In‘x‘

lim = 0 — No tiene asintotas oblicuas.

X — 400 X

b) Porlo estudiado en el apartado anterior, f corresponde a la gréfica 4,
g corresponde a la gréfica 1y h corresponde a la gréfica 3.

(x + 1)

116 | Considera la funciéon y = . Halla los extremos locales y los puntos

de inflexion. Haz una grafica aproximada de esta funcién.

Dominio =R
, 2Ax 4Nt —(x+ 1" 2x4+2—x*—1—2x 1—x

= = =0->x==1
er €X ex
« En(—o0, =) U (1, +00) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En(=1, 1) — y' > 0 — Funcién creciente
En x = —1 presenta un minimoy en x = 1, un maximo.
_ X _ _ v2\pX _ _ 2
Y= 2xe 2(1 x°)e _ 2x =14 x 0 X —x—1=0
e e*
+
L= 22V8 s
2

- En (—oo, 1— \/5) u (1 +2, +oo) — y" >0 — Funcion concava
. En (1—\/5, H—\/E) — y" < 0 = Funcion convexa

Enx=1%+2 presenta dos puntos de inflexién.
Para representar la gréfica, estudiamos sus asintotas y ramas parabolicas.

) X 4+ 1) o 2x+2 . ] .
lim L+ = lim Tl lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X — 4o eX X — +oo eX X — +oo eX
No tiene asintotas oblicuas.
: i . X +1)7°
Tiene una rama parabdlica: lim L+ =+
X —= —© eX

Y

117 | Seala funcion f(x) = x’e™™.
a) Comprueba que la recta y = 0 es asintota horizontal en + .
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Con los datos anteriores, haz una representacién aproximada de la grafica
de la funcién.
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SOLUCIONARIO 1 O

2

. 00 [ 'Hopital .
a) lim - — ——— |im
X = 4o eX fo's) X = 400 eX X = +0w pX

— Asintota horizontal: y =0

) fFilx)= 2€ =X _ =X :O—>X(2—X):O—>{X:O
o2X o X =2
« En(—o0, 0) U (2, +00) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(0, 2) - f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo y en x = 2, un maximo.
c) Paradibujar la gréfica necesitamos saber que: lim : = 400

X = —© eX

YA

/’

|
D>
>

Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcion f(x) = (1+ x?)"'x. A partir de los resultados obtenidos,
dibuja la gréfica de la funcién f(x).

(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio B. Ejercicio 3)

Domf=R
No tiene asintotas verticales.

li

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

X—w |4 X2
No tiene asintotas oblicuas.
. T—x?
(X)) =——————=0—> x= =1
(14 x?)?

« En(—o0, =N U (1, +00) = f'(x) <0
— f(x) decreciente
« En(=1,1) > f(x) > 0 — f(x) creciente
Enx = —1 presenta un minimo y en x = 1, un maximo.

Ademas, la grafica corta a los ejes en el punto (0, 0).
YA
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Representaciéon de funciones

119 | Dada la funcién f(x) = ax® + bx* + c¢x + d, determina las constantes a, b, cy d
de manera que simultaneamente:

« Su gréfica pase por el origen de coordenadas y por el punto (2, 2).
« Lafuncién posea un punto de inflexién en x = 0.
« Lafuncién posea un minimoen x = 1.

Pasa por el origen de coordenadas:
f0)=0—->d=0

Pasa por el punto (2, 2):
fQ)=2—>8a+4b+2c=2—>4a+2b+c=1
f(x)=3ax>+2bx+c ["(x)=6ax+2b

Tiene un punto de inflexion en x = 0:
f'0)=0—-52b=0->b=0

Presenta un minimo en x=1:
fM=1->3a+2b+c=1>3a+c=1

d=0

4a42b+c="1 4a+c=1 a=1
Por tanto, resulta que: - N

b=20 3a4+c¢c=0 -3

3a4+c¢c=0

La funcion que buscamos es: f(x) = x* — 3x

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Dada la funcion: f(x) = e+

a) Encuentre su dominio y las posibles intersecciones con los ejes.

b) Encuentre los intervalos donde crece y decrece y los extremos relativos.
¢) Encuentre sus posibles asintotas.

d) Haga la representacion grafica aproximada de la funcién.

a) Domf=R
« Cortes con el eje X: no tiene.
- CorteconelejeV:ix=0—f0)=¢e"=1-(0,1)

b) fl(x)=e ™ (~2x+2)=0—-2x+2=0— x =1
o En(—oo,
« En (1, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x =1 presenta un maximo.

) — f'(x) >0 — f(x) creciente

c) No tiene asintotas verticales.
lim e—x7+2x

X = o0

No tiene asintotas oblicuas.

= 0 — Asintota horizontal: y = 0
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SOLUCIONARIO 1 O

d) YA
T\
7 T\
/I T\
y N
y=0 X
|
2 | Sila gréfica de una funcién f(x) es:
Y
1 y=1fXx)
2 X

representar aproximadamente la grafica de la derivada de f'(x).

(Extremadura. Junio 2004. Repertorio B. Ejercicio 4)

e En(—o00, =) U (1, +00) = f(x) creciente = f'(x) >0
« En(=1,1) — f(x) decreciente — f'(x) <0

En x = —1 presenta un maximo — f'(—=1) =0

En x =1 presenta un minimo — (1) =0

En x = 0 presenta un punto de inflexion — f"(0) = 0 — Presenta un extremo
relativo.

Una gréfica que cumple estas condiciones es, por ejemplo:

YA

<V

\/

L | 2

3 | Dada la funcién f(x) =

, se pide:

a) Dominioy cortes con el eje X.

b) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
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Representaciéon de funciones

¢) Asintotas horizontales y oblicuas.
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.
e) Representacion gréafica aproximada.

a) Domf=R—{4}
2

« Cortesconeleje X:f(x) =0 — =0—->x"=0—->x=0-—1(0,0)

4—x
« CorteconelejeV:x=0—f(0)=0—(0,0)

2

//'m+ X = —
b) *7* 4_2X — Asintota vertical: x = 4
lim X =400
X =4 4_X
2
lim = —0
Q) e 4_2X — No tiene asintotas horizontales.
lim =+
X = —0o0 4—)(
2
lim =—1—>m= -1
X0 X(4—X)
2
lim + x|= lm 4 =—4—>5n=—-4
X = o0 47)( X = o0 47)(
— Asintota oblicua:y = —x — 4
2
— =0
d) f’(x):m(:O%—x2+8X:O%x(—x—|—8):O—>{X
_X pr—

« En(—o0, 0)U(8, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En(0, 4)U (4, 8) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
En x = 8 presenta un maximo y en x = 0, un minimo.

x> +6x+8 six<-2
4 | Sealafuncion f(x) = {2x + 4 si—2<x<0
4 cos x six >0

Haz un dibujo aproximado de su gréfica.
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Considera las funciones . R — Ry g: R — R definidas por f(x) = e*~

SOLUCIONARIO 1 O

f(—2)=0

) , 4 _
Xﬁrﬁzi(x tox+8)=4-12+8=0 — Continuaenx = =2

im (2x+4)=0

f(0)=4

X/Lfr (@2x+4) =41 _ continuaenx =0

im 4 cos x =4

x—=0"

Por tanto, la funcién es continua en R.

+ En (—o0, —2] — Pardbola de vértice (—3, —1) y cortes con el eje X
los puntos (—2,0) y (—4, 0).

« Enelintervalo (—2, 0] — Recta que pasa por los puntos (—2, 0) y (—4, 0).

« En (0, 4+00) = Funcién y = cos x multiplicada por 4.

La gréfica es:
YA

"1

[
<V

‘\\

P e

1

ygx)=e' =%

Esboza las gréficas de fy g y determina su punto de corte.
(Andalucia. Afio 2007. Modelo 3. Opcion A. Ejercicio 2)

flx)=¢e"""
Domf=R
« Cortes con el eje X: no tiene.

1 1
« CorteconelgjeY:x =0— f(0) = — — [O, —]
e

No tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

lim e*~'= 400 — No tiene asintota horizontal.
X = +oo
lim e*~" =0 — Asintota horizontal: y = 0
X = —o0
x—1
lim = 400 — No tiene asintota oblicua.
X — 400 X
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Representaciéon de funciones

f'(x) =e*~' >0 — Funcién creciente
No tiene maximos ni minimos.
f"(x) = e*"" >0 — Funcion concava

No presenta puntos de inflexién.

X

glx)=e'"
Domg=R

« Cortes con el eje X: no tiene.

« CorteconelejeY:x=0—->g(0)=e—(0, ¢

No tiene asintotas verticales.

lim e~ =0 — Asintota horizontal: y = 0
X = +oo

lim e'=* = 400 — No tiene asintota horizontal.
X —> —0

T—x

‘ X ) e ) ] .

lim M = lim = 400 — No tiene asintota oblicua.
X = - X X = +0o0 }%
g'(x) = —e'* < 0 — Funcién decreciente

No presenta maximos ni minimos.

g"(x) =e* "' >0 — Funcién cdncava
No presenta puntos de inflexion.
Puntos de corte de las dos gréficas:

x =1 1

e = o x—-1=1l-x—>2x=2->x=1->1,1)

6 | Determinar el dominio, recorrido, puntos de cortes con los ejes coordenados,
asintotas, maximos y minimos, puntos de inflexién e intervalos de crecimiento,
decrecimiento, concavidad y convexidad de la siguiente funcion:

Yi

>y
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SOLUCIONARIO 1 O

Dominio =R — {0, 3}
Recorrido = R

« Cortes con el eje X: (—3,0)
« Corte con el eje Y: no tiene.

lim f(x) = oo — Asintota vertical: x = 3
X =3

lim f(x) = —2 — Asintota horizontal: y = —2

X —> o0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

« Crecimiento: (—4, —2) U (0, 3) U (3, +0)
« Decrecimiento: (—oo, —4)U (=2, 0)

Presenta un maximo en (—2, 3) y un minimo en (—4, —1).

« Concavidad: (—4, —2) U (=2, 0)U (0, 3)
- Convexidad: (—oo, —4) U (3, +o0)
No presenta puntos de inflexién.
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Integrales indefinidas

S

(|

La tabla de Flandes

—Seguin estan dispuestas las piezas
y teniendo en cuenta que acaban
de mover negras, lo primero es
averiguar cudl de las piezas negras
ha realizado ese ultimo movimiento.
[...] Para conseguirlo resulta mas
facil descartar las piezas negras que
no han podido mover porque estan
bloqueadas, o por la posicion que
ocupan... Es evidente que ninguno
de los tres peones negros A7, B7 o
D7 ha movido, porque todos siguen
aun en las posiciones que ocupaban al empezar el juego... El cuarto
y ultimo peon, A5, tampoco ha podido mover, bloqueado como esta
entre un pedn blanco y su propio rey negro... También descartamos
el alfil negro de C8, todavia en su posicion inicial de juego, porque el
alfil se mueve en diagonal, y en sus dos posibles salidas diagonales hay
peones de su mismo bando que atin no han movido... En cuanto al
caballo negro de B8, no movié tampoco, pues solo habria podido llegar
ahi desde A6, C6 0 D7, y esas tres casillas ya estan ocupadas por otras
piezas... ;Comprenden?

= N W A U Oy

—Perfectamente —Julia seguia la explicacion inclinada sobre el tablero—.
Eso demuestra que seis de las diez piezas negras no han podido
mover...

—Mas de seis. La torre negra que esta en Cl es evidente que tampoco,
pues mueve en linea recta y sus tres casillas contiguas se encuentran
ocupadas... Eso hace siete piezas negras cuyo movimiento en la ultima
jugada hay que descartar por imposible. Pero también podemos
descartar el caballo negro D1.

—Por qué? —se intereso César—. Podria provenir de las casillas B2 o
E3...

—No. En cualquiera de las dos, ese caballo habria estado dando jaque
al rey blanco que tenemos en C4 [...] Y ningtn caballo o pieza que
tenga a un rey en jaque abandona el jaque voluntariamente; esa es
una jugada imposible. En vez de retirarse, comeria al rey enemigo,
concluyendo la partida. Semejante situacion no puede darse nunca,
por lo que deducimos que el caballo D1 tampoco movié.

—Eso —Julia no levantaba los ojos del tablero— reduce las posibilidades
A ° dos piezas, ¢no?

ARTURO PEREZ-REVERTE

Y 4 / y




SOLUCIONARIO

La tabla de Flandes

Arturo Pérez-Reverte

Mientras Julia, una joven restauradora, limpia un cuadro

y lo pone a punto para ser subastado, descubre la frase: < ;
Quis necavit equitem, cuya traduccion serfa ;Quién maté :J La tabla de Flandes
al caballero? La frase, que fue ocultada por el propio =~ Arturo Pérez-Reverte

artista mediante varias capas de 6leo, aumentard - — S
seguramente la cotizacién del cuadro, pero antes Julia
quiere averiguar qué significa y por qué el pintor decidio
ocultarla. Con la ayuda de un ex-novio, profesor de
Historia, logra identificar a los tres personajes de esa
tabla flamenca pintada en el siglo xvi por Van Huys:

los dos hombres que juegan al ajedrez son el dugue
Fernando de Ostenburgo y uno de sus caballeros, Roger
de Arras; la mujer que, en segundo plano, lee un libro,

es a esposa del duque, Beatriz de Borgofa. Se entera
también de que el caballero Roger fue asesinado tres
anos antes de que se pintara la tabla, pero el asesino
nunca fue descubierto. ;Quién fue su asesino y cudles
los motivos?

Con este enigmatico planteamiento logra Pérez-Reverte enganchar tanto a Julia, la restauradora,
como a los lectores de su novela La tabla de Flandes. ;Por dénde empezar? César, un viejo
anticuario que es como un padre para Julia, conjetura que la clave para resolver el enigma esta
en la partida de ajedrez, pues ocupa el centro de la composicién. Segun él, el caballo blanco,

ya fuera del tablero, representa a Roger de Arras y por lo tanto, se tratarfa de averiguar, primero,
qué pieza elimind a ese caballo y, sequndo, a qué personaje real representa. Un buen ajedrecista
al que trasladan el problema propone «jugar hacia atras», partiendo de la posicidn que tienen
los trebejos en la tabla hasta llegar al punto en el que una pieza negra come el caballo blanco.
Al dia siguiente, el jugador de ajedrez —~Mufioz— acude al estudio de Julia para exponerle a ésta
y a su amigo César como evolucionan sus pesquisas y a ésa escena pertenece el parrafo
seleccionado.

Razonando de este modo, con teson y mucha habilidad, en los dias sucesivos el ajedrecista
consigue resolver completamente el problema. Su solucién, transferida por Julia y César del
plano simbdlico al de la realidad histérica, resuelve el enigma de la pintura. Ya saben quién maté
al caballero y por qué el pintor oculté esa frase, pero antes el novelista ha puesto en marcha otra
historia. Alguien, asumiendo el papel del jugador de las piezas negras, decide continuar

la estancada partida del cuadro ajustandose a la misma alegoria: las piezas representan

a personas reales y, cuando alguna de las negras come en el tablero, ocurre un asesinato

en la realidad. La primera victima es el ex-novio de Julia, el profesor que le habia ayudado

a iniciar su investigacion sobre la tabla de Flandes. Conocer el desenlace de todas estas historias
requiere leer la novela.

En matemadticas se usa una estrategia andloga a la que empleé el ajedrecista: partir
del final y llegar al principio. Si sabemos que la derivada de una funcion es 3x*> + x — 5,
icudl es esa funcién? ;Solo hay una?

2
. X ,
unci © X 4+ — —5x un nu .
La funcién es; x* + 5x + k con k un ndmero real
2

Esta funcidn no es Unica, para cada valor de k tenemos una diferente.
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Integrales indefinidas

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Comprueba si los siguientes nimeros son raices del polinomio
P(x) = x* + 3x> — 2x*> + 6x — 8.
a) x=1 b) x=2

c) x=-—1 d) x=—4

002 | Factoriza estos polinomios.

a) 2x° —8x*+2x+ 12
b) 3x> —8x* —20x+ 16

) 2x* — 153+ 31x2 + 12x
d x*+5 —x*—17x+ 12

a) 2 -8 2 12
—1 -2 10 —12
2 =10 12 0
2 4 —12
2 -6 0 =52 -84+ =2(Kx+1)(x—=2)(x—23)

b) 3 -8 =20 16
-2 -6 28 —16
3 —-14 8 0
4 12 -8

3 22 0 -3¢ -8 —20x+16=(x+2)(x—4)(3x—2)

A 2 — 15 + 31 + 12x=x(2 — 15X + 31x + 12)
El polinomio 2x* — 15x* + 31x +12 no tiene raices racionales.

d) 15 —1 —17 12
1 1 6 5 =12
1 6 5 =12 0
1 1 7 12—
1 7 12 0
3| -3 -1
1 4 0 X' 4+53 =X —17x+12=Kx—1)2(x+3)x+4)

003 | Realiza las siguientes divisiones de polinomios. Comprueba, en cada una de ellas,
el resultado que obtienes.

a) @2 —=3x*—=5x—5:0*—2x—1)
b) 2x3 —3x*4+4x—3):(x*—1)

A X*+1):0*+1)
d 6+ 2x3—1):(x>*=13)
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SOLUCIONARIO 1 1

a) 2 —3x*—=5x =5 X2 —2x—1

=2 44X + 2x 2+ 1
—x*=3x =5
X4+ 2x 41
— x =4

S =3¢ =5x—=5=0=2—12x+ 1)+ (—x—4)

b) 2x* —3x'4+4x —3 x> —1

—2x° + 2x 2x—3
— 3 +6x —3
+ 3¢ +3
6x

S22 =3¢ 4+4x—3=(x—1)(2x—3) +6x
g X +1 x>+ 1
—X —X X —
— x4+ 1
X2 41

d X +2¢ —1 X’ =3
—x° 4+ 3x° x>+ 5x
5x° —1
— 5x* 4+ 15x
15% — 1

001

002

SX4+2 1= =3)0+5)+ (15x—1)

ACTIVIDADES

Determina si la funcién F(x) = x* es una funcion primitiva de f(x) = 4x>.
Escribe dos funciones que también sean primitivas de esta funcion.

F(x) = X" = F'(x) = 4x* = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

Determina una primitiva de las funciones.
3

a) f(x)=>5x* b) f(x) = 2e* 0 flx) = XT

a) fX)=5x">F(x)=x>+k
b) f(x) =2e*— F(x) =2e"+ k

3 4
O =2 S5 Fx)="—4 k
2 8
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Integrales indefinidas

003

a) f(Sx“ + 3x?) dx

b) J(4 cos X + 2x) dx

Resuelve las siguientes integrales.

Q) J(—cosx+ 3x) dx

d) J(x3+2)dx

:
a) |5x*+3x)dx=x"+x>+k

-
b) |(4cosx + 2x) dx = 4senx + x* + k

( 3x?
) |(=cosx 4+ 3x) dx = —senx + ) + k

( 4
d) (x3+2)dx:7+2x—|—k

004 | Si Jf(x) dx=F(x)+ky Jg(x) dx = G(x) + k, halla:

y

d) J [-f(x) + b - g(x)] dx

1
—f(x) —2
5 (x) —2g(x)

a) J[f(X) + g(x)] dx dx

b) J[Zf(x) — g(x)dx

r
a) | [F00) + g0] dx = F(X) + G(x) + k

.
b) |[2f(x) — g(x)] dx = 2F(x) — G(x) + k

f
Q) l; f(x) —2g(x)| dx = ; F(x) — 2G(x) + k

:
d) [~ +b-gx)] dx = —F(x) + b G) + k

005 | Halla estas integrales.

a) sz dx b) Ji dx Q) Jzi/x_2 dx
X

3/ 5
a) sz dx = x>+ k o) Jz%/% dx = 6“5X
b) JidXZ_?Jrk
X X

+k



006

007

008

009

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula las siguientes integrales.

a) J—4(3—2x2)dx b) JZXVXZ —1 dx
) 5 2x°
a) | —4(3—2x7)dx=—-4](3—2x")dx = —4|3x — 3 + k
lrv2 _ 1\3
b) J2X\/X2 -1 dX:¥+k
Calcula estas integrales de funciones potenciales.
a) Jx(1 + 2x?) dx b) JXZ(Z —2x3) dx
a) Jx(1 +2xY) dx = &Jﬂrm +2x%) dx =
= i-i(1-|-2x2)2 +/<:i(1-|-2x2)2 +k
4 2 8
b) sz(z —2x%) dx = —%J—6x2(2 -2 dx =
-1 1 3)2 —1 3)2
=— —Q2-=2)y4+k=—0Q2-2X)V +k
6 2 6
Halla las integrales.
a) J\N + 2x dx b) J(x2 + 1% dx

a) J\/7+2x ax = JZ\/7+2X ax =

! i
2 2

-%\/(7+2><)3 + k=
= 2J7 0P +k
4

x> 2%

b) J(X2+1)de:J(x4+2x2+1)dx=?+ +x+k

Calcula estas integrales de tipo logaritmico.
2
a) 2X__ b) dx
x* +3 x—3

a)J X e =In|x? + 3|+ k
X’ +3

b)J 2 dx =21In|x —3]+k
X—3
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Integrales indefinidas

010 | Determina las integrales.

X X
a) | ———dx b) | ————dx
J (3x? —=2)° j J2 —x?
(3x* = 2)° 6) 3x* =2 6 —2(3x* —2)
1
e + k
12(3x? — 2)?

-§«3/(2 — X +k=

!
2

X 1 —2x
b) | ——dx=——| —4d
)J32x2 ) 21 :2=x%° g
33 2\2
—/(2 =X +k
4

011 | Calcula las siguientes integrales.

X 4x
a) J32 dx b) [ex“dx Q) J[;] dx d) J(e‘“—i— e %) dx

SN F TN S
a) J32dx:2J]32dX:2.3+k: 2-3 +k
2 In3 In 3

b) JeXJH dX — ex+1 + k

4x 4x
5, B
4x 4x _ _
@) J[]] dx = ]J4[]] dx = 1.1 +k=— 2 +k
2 4 2 4 1 41n2

In—
2
_ 33X
d [ +eDdx=|e¥d+ |e2dx = +e 4k
012 | Halla estas integrales de funciones exponenciales.
, L+2 35)(—1 X
a) [7°%".2x dx b) |5e2 dx o) dx d) — dx
7 ex
5 7X2+1
a) |77 2xdx = + k
In7
L 1 42 L)
b) JSN dx = 1Oj2€2 dx =10e2 4k
5x—1 S5x—1 5x—1
0 JB dx:]J5-35X‘]dx:]-3 +k= > +k
7 35 35 In3 35In3
X 2 —1 2 —1 2 1
d) ~dx=|xe"dx=—|-2xe " "dx=—e" +k=——7F+k
e” 2 2 2e”

670



013

014

015

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula estas integrales de funciones trigonométricas.

%
sen —
a) Jsen 2x dx Q) f 5 dx

b) jcos (x +1) dx d) fsen (—x) dx

-

a) JSanXdX:%[Zsenzxdx: —C0s 2X

+k

:
b) Jcos(x—|—1)dx:sen(x+1)+k

X
- sen —

dx:Jisenidx:—cosika
J 2 2 2 2

:

d) J sen (—x) dx = —J—sen (—x) dx = cos (—x) + k

Halla las siguientes integrales.

a) J+ dx Q) J(x+1)-cos (x? + 2x) dx
cos® (x + 1)
b%
— 2 1 d |[———d
b)j3sen(x+)dx )Jcosz(x2—3) X
([
A | — " =t +D+k

) cos? (x+1)
[ -3 3
b) J —359n(2x+1)dX:TJZSean—H)dx:Ecos(2x—|—1)+k

]
Q) J (x +1)-cos (x* + 2x) dx = %J2(x +1)-cos (x? + 2x) dx =

:%sen(xz—i—zx)—i—k

d) J;dx:ifz—xdx:lrg(xz—aw
cos? (x* —3) 2 ) cos?(x? —3) 2

Resuelve estas integrales de tipo funciones arco.

1 1
a) j— dx b) J— dx
J1—25%2 T+ (x —3)°
a) J; ax = lj; dx = arcsen 5x + k
V1= 25x2 5) 1= 25x?
1

b) | ————dx=arctg(x —3)+k

J1+(X—3)2 J
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Integrales indefinidas

016 | Halla la solucién de las siguientes integrales.

a)f ! dx b) dex
1—(2x —3) 1+ 9x*
a) J]dX:1J2dx:1arcsen(2x—3)+k
1—(2x — 3)? 2 ) J1—=(@2x =3y 2

b) J X dX:1J6de:1arctg (3x3) + k
14 9x* 6 ) 1+ (3x%)? 6

017 | Halla estas integrales integrando por partes.

a) sz In x dx b) szsen x dx

3 3 3 2 3 3
) szmdx:Xm_JXWdX:Xm_JXdx:xm_uk
3 3 X 3 3 3 9

u:lnx%du:idx
X
3

dv:xzdxev:%

b) szsen X dx =—x?cos x+ J2xcos X dx = —x2Cos x 4+ 2xsen x — JZsen X dx =

u=x’>—=du=dx dx U=2x —du=2dx
dv=senx dx —v = —cosx dv = cosx dx — v = senx

= —x2cos X + 2xsen x + 2cos x + k

018 | Utiliza la integracion por partes para calcular:

a) Jex(7 + 2x) dx b) [(4x2 —3x + 1) cos x dx

a) Je*(7—|—2x) dx = (7 +2x)e* — J2e* adx =(7+2x)e* —2e* +k=e*(5+2x)+k

u=7+2x—du=2dx
dv=e*dx—v=e*

b) J(4X2 —3x + Nsenx dx = —(4x> —3x + N)cos x + J(8x —3)cosx dx =

u=4x?>—3x+1->du=(8x—3x) dx
dv=senx dx —v=—cos x

= —(4x? —=3x + Ncosx + (8x — 3)senx — JS senx dx =

U=8x—3—>du=38 dx
dv=cosx dx —v=senx

= —(4x%* —3x + Ncos x + (8x — 3)senx + 8cosx + k



SOLUCIONARIO 1 1

]
019 | Resuelve estas integrales racionales.
2
a)J . dx b) J—;dx
x2 —1 x4+ x—2
a)J 2 dx:J - + ] ]dx=
x?—1 X+1 x—=1
—1 1
= dx + dx=—|n|x+1|+|n|x—1|+k
X+ 1 X —1
b)f—;dx:ﬂ L ]dx:
x4+ x=2 Xx+2  x—=1
1 —1
:J dx+J dx=|n|x—|—2|—|n|x—1|—|—k
X+ 2 X —1
]
020 | Calcula las integrales racionales.
a) |21 g b) Ix =2 dx
x* —5x% + 4 X3 —=2x2 —x+2
> A 1
x*—5x*+4 Xx—2 x—1 x4+1 x+42
:iJ ] dx—iJ 1 dx—iJ ] dX—l—iJ 1 ax =
12 ) x—2 2) x—1 6J) x+1 4 ) x+2
5 1 1 1
=—|n|x—2|——|n|x—1|——|n|x+1|+—|n|x+2|—|—k
12 2 6 4
- 3
b)J 7x =2 dX:J 42 2 |
x3—=2x* —x+2 Xx—2  x—=1  x41
=4J ! dx—ij ! dx—if 1 ax =
X—2 2) x—1 2) x+1
5 3
:4|n|X—2|—E|n|x—1|—gln|x+1|+k
]
021 | Resuelve estas integrales racionales.
x2 _
a) J—sdx b) J_ﬁdx
(x —=1) (2 —x)?
2
a)J X dX=J[ 1 + 2 + 1 ]dx=
(x —1)° (x—10  x=1*  x-1
1 1 1
= dx + 2 ax + ax =
(x —1)° (x =17 x —1
= | — 2 +In|x—1|—|—k
20x =10 x—1
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Integrales indefinidas

b) J_ X =2 dx:ﬂ - L3 ]dx:
(2 —x)? 2—x? 2—x

:4J ! dX—3J . ax = —4 —3|n‘2—x\—|—k
(2 —x)? 2—x 2—x

022 | Calcula las integrales racionales.
— 2 —
a)J 2x 41 dx b)JX de
x> +6x>+12x+ 8 x*
2) J —2x ] dx:f[ AR B ]dX:
X*+6x7+12x+8 (x+2°  (x+2° x+2

:—7J 1 dx—i—SJ ] dx—ZJ ] ax =
(x+2)° (x+2)° X+2

= / — 8 —2|n‘x+2\+k

2Ax+2)7?  x+2
X—2 1 -2 1 1 —1 2
b)J dX:J[+]dX:JdX—2JdX: + + k
x* X3 x* X3 x* 2x* 0 33

023 | Resuelve esta integral racional:

J 4x? —2x
dx
(x + 2)(x —3)?

16 4
2_
J 4x% —2x dx—J 6 n 5 n 5 dx —
(x + 2)(x —3) (x — 3)? XxX—3 x4+2
:6J ] dx+16J 1 dX+4J ! ax =
(x —3)? 5 ) x=3 5) x+2
= — 0 +£|n‘x—3\+iln‘x+2‘+k
X —3 5 5

024 | Calcula laintegral racional:

J —x% 4+ 7x
dx
X3 —x2 —x+1

_2 _
J X"+ 7x J[ n 2]dx:
X3—x2—x+1 x—1 x+1
1 1
J dX+J dX—ZJ ax =
X —1 X+ 1
= —|—|n\x—\—2|n‘x+1‘+k

X—]

674



025

026

027

SOLUCIONARIO 1 1

Resuelve estas integrales racionales.

a) J 2 dx b) J—3X_2 dx
x2 41 2+ x?

a)J 2 dx = 2arctgx + k
x* 41

) J_3x—2dX:J_ 3x dX+J 2
2+ x? 2+ x? 2+ x?

Calcula las integrales racionales.

— 2 —
a)J 2" +1 dx b) Jx—zdx
x> —x*+3x—-3 xX2(x2 +1)
—1 —7 7
2% 41 4 4T
x> —=x*4+3x=3 x—1 X243
1 7 7
—_ __X__
:J 4dx+J—4 =
x—1 X’ +3
1 7 7
- ——x —Zx
=J 4dx+f 4 dx+f 4 ax =
X —1 x2+3 x2+3
1 7 7 X
=——1In|x=1—=1In|34+ x?|— arctg[ ]+k
e N i W

4
b) j—x_2 o J[_—2+i+_x+2]dx:
X2 (x2 +1) x? X X2 41
J 2

_—dx-i—Jidx-l—J_)H—z ax =

2

X

X 14 x?

J_—zzdx—i—Jidx—FJ _Xz dx—i—f 2 — dx =
X X T+ x T+ x

:£+In|x|—i|n|1—|—x2|+2arctgx+k
X 2

Resuelve estas integrales racionales.

4 3 _
(x =13 (2 —x)?
4
a)j 2x dx=j[2x+6—|— 2,8 2 k=
(x —1)° x—1 (x=70%  (x=1°
:X2—|—6x+12ln|x—1|— 8 1 + k
x—1  (x—=17
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Integrales indefinidas

3_ — —
b) J—de:ﬂ—?)x—u—k 22+ 3 dx =

(2 — x)*? 2—x  (2—x)*
22
= T 2o - =2k
2 2—X
028 | Calcula las integrales racionales.
_ 5
. J _ 204
x* —2x7 +1
6 —
mj ALY
x*(x* +N(x =1
—1 -9 3 —7
—2x° +1 e 4 7 4
2) Jde—J—szr 4 44 4 4 4 4 4=
x*—2x% 41 (x—=10"  x—=1 (x4 X +1

3
:J—Zxd)H—J 4 dX+J4dx+[4dx+J4dx
(x =1 X —1 (x 41 X+ 1

, 1 9 3 7
=X+ ——— =T nx =1 —— == Inlx+1|+k
4x—-1 4 4x+10 4
6_ —_— _—
b)J o dx:J[x+1+]+]+ X 4 1 ]dx:
XA+ (x=1 X2 x X +1 X241
XZ

=—+x—i+|n\x\—iln\xz+1\—arctgx+/<
2 X 2

029 | Calcula estas integrales mediante un cambio de variable.

a) Jx2(7 +2x3) dx

5
b) Jlog X dx

X

2 3y2
3) JX2(7+2X3)dX:;Jtdt:t-|-k:(7+2x)+/<

12 12
t=742x°
dt = 6x? dx
log®x s t° log®x
b) | ==dx=In10|t°dt=In10-— +k=In10- —=—+k
X 6
t=log x
o
_ImO-x
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031

SOLUCIONARIO 1 1

Halla las integrales con un cambio de variable.

a) jexz (2x3 + 2x) dx b) j4—x dx
V2 —3x2
a) Je*z(zx3 +2x) dx = J(eft +e') dt = Jeftdt + Jef dt = Jeftdt +e =

t=x’
dt=2x dx

= te' —Jefdr+ el =te' +k = x%* +k

u=t—>du=dt
dv=e'dtsv=e'

o) j“—xdx—iJLdr— e N AP NPk
2-3¢ | 304 3 3
t=2-—3x%7
dt =—6xdx

Calcula estas integrales.

a) fsen5 X cos? x dx b) J\/ 4 —x? dx

a) Jsensxcoszx dx = —J(] — 2t dr = —J(r6 — 2t 4+t dt =
t=cosx
dt = —sen x dx
v 20 ¢t cos’x  2cos’x  cos’x

7 5 3 7 5 3

2
b) J\/Z‘.—de)(: J 1—[1] dx:2J«/1—sen2t-2costdr:4Jcosztdr:
2) b

=sent

X
2
dx =2 costdt

:4[[%]dt:2t+2sen2t+k:

= 2arcsen % + 2sen?2 [arcsen %] + k=

2
:2arc5er71+2-i 1—[1] + k=
2 2 2

:2arcsen§—|—§\/4—x2 + k
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Integrales indefinidas

032 | Halla la solucién de las integrales.

2_ 2
a) Jsenzxdx b) J4xdx
a) Jsenzde:JH‘M(dXZX+sen2x+k
— x? 2
g J\/de_ff ]_[\/X_] dx_\fjm\/gcostdt—
2

NG3

dx:ﬁcostdr

= ‘I‘[COSZ[ df — 1jw dt —
2 2 2

=sent

1[ senZTJ 1
= —|t+——|+k=—arcsen
4 2 4

X X
——+=N2=x 4k
J2 o8

033 | Comprueba, en cada uno de los casos, que la funcién F(x) es una primitiva
de la funcién f(x).

a) F(x)=3x> —2x+1 f(x) =15x* —2
b) F(x) = (x* —2)° f(x) = 15x*(x°> —2)?
9 F=2"%17 g = 2220
X X
d Fo) = X=1_3 flx) = —X+2
x? x3
e) F(x) = Inx2 + 2x f) = X1
X% 4+ 2x
f) F(x) = 5™ + 11 f(x) = —10xe™
1
) F(x) = arc tg x flx) = ——
J I 2\/;(1 + x)

h) F(x) = cos?* x —1.492 f(x) = —sen 2x

a) F(x) =3x> —2x + 1= F'(x) = 15x* — 2 — F(x) es una funcién primitiva de f(x).
b) F(x) = (x> —2)> = F'(x) = 15x* (x> — 2) = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

Q) F(x)= 2;3)( +7 > F(x)= ZXX_ 6 — F(x) es una funcion primitiva de f(x).
d) F(x) = XXZ] -3 F(x)= 7Xx+ 2 — F(x) es una funcion primitiva de f(x).
e) F(x)= Inm - F'(x) = xj—?—r;x — F(x) es una funcion primitiva de f(x).
f) F(x) =5 + 11— F'(x) = —10xe™* — F(x) es una funcion primitiva de f(x).

g) F(x) = arctg Jx - F'(x) = __ — F(x) es una funcién primitiva de f(x).
Wx (14 %)

h) F(x) = cos’x — 1492 — F'(x) = —2 senxcos x = —sen 2x — F(x) es una funcion
primitiva de f(x).
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SOLUCIONARIO 1 1

Calcula una funcién primitiva F(x) de cada una de las siguientes funciones
que cumpla la condicién que se indica.

a) f(x)=3x? F(0) =1
b) Fx) = — F() = 4
5x
o f(x) = sen3x F(w) = _%
2x 2
d) f(x)=e F(0) = 5

a) f(x)=3x2 > F(x)= x>+ k
FO =1T—ok=1-Fx)=x*>+1
4

b) () —>F(X)=%In|x|+k

X

5
F(1):4—>k:4—)F(X):%|I’]X+4

Q) f(x)=sen3x — F(x) = _?1605 3x +k

F(ﬂ):—l—>i—|-k:—i—>k:—£—>F(x):—lcos_%x—E
3 3 3 3 3 3
€2x
d) f(x)=e” = F(x) = + k
2x
FO)=2 5 qhk=2 k=L r=""1y1
3 2 3 6 2 6

Halla mentalmente una primitiva de cada una de las funciones polinémicas,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

a) f(x) = 1.001 e) f(x) = x

b) f(x) = 2x f) f(x) = 4x3

o f(x)=x g) f(x) = (n+ Nx"
d) f(x) = 3x? h) f(x) = x"

a) F(x)=1001x +k = F'(x) = 1.001
b) F(x) = x? 4+ k — F'(x) = 2x

XZ
Q) F(X):7+k—>F’(X): X

d Fx)=x>+k > F(x) =3x2
3
e) F(x) = X?Jr k= F(x) = x2
f) FX)=x*+k = F'(x)=4x°
g) FO)=x""4+k > F(x)=(n+Dx"

Xn+1
h) F(x) = +k—=F(x)=x"
n—+1
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Integrales indefinidas

036

037

Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones con radicales,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

! 1
a) flx) = d) f(x) = ————
1x x —4
1 1
b) f(x) = —= &) flx)= ——
B Tt
! 1
J flx) = ——= f) Fx) = ——
X+1 1_X2
1
a) FO)=Vx +k—F(x)=
nx
1
b) F) =2x +k = Fl) = —
Ix
9 F) = 2x 114k Fl) = ——
X1
d) F) =2V —4 +k = F(x) = ——
X —4
QHM=£$§:ﬁ+ker:44i47
3 3x +10
f) F(X) = arcsenx + k — FI(x) = ——a——
1—x?

Halla mentalmente una primitiva de cada una de las siguientes funciones racionales,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

a) flx) = 2 d) Fx) = 2
X 2x+3
b) f(x) = 1 e) f(x) = _
19x x?
1 1
q f(x)= f) f(x) =
19 + x 1+ x?
, 19
a) F)=19In|x|+k = F(x) ==
X
0y o= P Py = 1
19 19x
O FO) =194 x|+ k = F() = —
19 + x
d) F)=2In|2x+3|+k = F(x) = 4
2x+3
e) F(X)Zi—Fk%F'(X):—%
X X
f) Fix)=arctg x+k > F'(x)= ]
1+ x?



SOLUCIONARIO

038 | Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones exponenciales,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x)=e¢e" o) f(x)=e>*+% e) f(x) =277
b) f(x) = e* d) f(x) = 2" f) f(x) = 2%+5

a) FxX)=¢e*+k > F'(x)=¢e"

2x
€ 2x

b) F(x) = +k—>F(x)=

5x+55
e

A F) = ko Fl = e

d) F(x) = 2 +k = F'(x)=2"
In2
2X—7

e) F(x) = + k> F'(x)=2""
In?2
29X+5

f) F(x) = +k— Fl(x)=2""%
9In2

039 | Obtén mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones trigonométricas,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x) = cos x d) f(x) = 3sen x
b) f(x) = cos 3x e) f(x) = sen (x — )
o f(x) = cos (x + 3) f) f(x) = 3sen (x — )

a) F(x)=senx+k— F'(x) = cos x

b) F(x) = sen 3x +k = F'(x) = cos 3x

Q) F(x)=sen(x+3)+k — F'(x) = cos(x + 3)

d) F(x)=—=3cos x+ k — F'(x) = 3sen x

e) F(x)=—cos(x—m)+k — F(x)=sen(x —x)
f) F(x) = —=3cos (x —x)+ k = F'(x) = 3sen (x — )

040 | Contesta a estas preguntas.

a) ;Por qué una primitiva de una funcién polindmica f(x) es otra funcion
polinédmica F(x)?

b) Sif(x)es de grado n, ;cuadl es el grado de F(x)?
a) Porque la derivada de un una funcién polindmica siempre es otra funcion
polindmica.

b) El grado de F(x) es n + 1, considerando que f(x) es un polinomio o que n
sea distinto de —1.
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Integrales indefinidas

041 | ;Puede ser una funcién logaritmica una primitiva de una funcién racional?
¢Y una funcién trigonométrica?

La funcién logaritmica puede ser primitiva de una funcién racional,
. ) 1
por ejemplo, si f(x) = — — F(x) =1In M )
X
La funcién trigonométrica no puede ser primitiva de una funcién racional porque

la derivada de una funcion trigonomeétrica siempre es otra funcion trigonomeétrica.

042 | Calcula estas integrales de funciones polindmicas.
[ (

a) |(4x —25)dx e) —§x7 —x* 4+ 2x| dx
J J
[ (
b) |(5x* +2x —7) dx f) |(x —5) dx
J J
(4 1 [
o [|—x*>—=5x*+ —|dx g) [(x+1)?dx
J13 3 ]
[( 1 1 [
d) [—xf’ ——x* 4+ 1] dx h) [(x + (x —1)%dx
J 4 4 J
(
a) |(4x —25)dx = 2x* —25x + k
J
[ 5x3
b) |(5x% 4+2x —7)dx = +x2—=7x+k
J
[ 4 3
C) 4X3_5X2+]JdX:X_5X +i+k
JU3 3 3 3 3
[ 7 5
d) —1X6—1X4+1]C/X: X —X—+x+k
JU 4 28
[ 2.8 5
e) —3X7—X4+2X]dX: 3(;( X gk
J
( )3
o= spde= X224y
J 3
[ 4
9) |(x+1’dx = x+1) +k
J 4
[ 5 4
h [(x+Dx —1dx = (X4—2X3—|—2X—1)C/X=?—7+X2—X+k
J

043 | Halla las integrales de funciones con radicales.
[ [
a) |3V5xdx d) [8 +3/2x ] dx
J JUX
[ [
b) | (2v/x —3%x)dx o |(¥x —84x) dx

(( 4
9 +f_9w]dx f
NV

Il
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SOLUCIONARIO 1 1

]
a) J3\/5x dx = 2V5x° +k
(
b) J(zf—3ﬁ)dx:%\/x_ﬂ—%%/x4 +k
(4 2 15
J [_+f_9w]dX=8&+_¢x—s__rXe+k
Jx 3 2
[
d) §+\/32x]dx:8|n|x|+%\/32><4+k
X
[ 3 32
e)J(3/;—8§‘/;)dx:—5/X_4——‘\‘/x_5+k
r
f) [ ]dx—3\/_ 8x +k
J U
Determina estas integrales de funciones racionales.
[ 4 (
dx e) ! + ! ]dx
) x—=2 Jlx=1"  x+3
[ [
[l+—+— dx f) 2 00 ]dx
Jix  x* X JUx+3)° (x=3)
(( 2 1 [
[ — ]dx 9) ! +L]dx
JIx+3 x—4 JIAIx*+1 x?
([ 1 ([
LI o (-2 3
] (x+4) JIIx*+1 x*  x
(
a) |5 dx_4|n|x—2|+/<
b) [i i + 2 fax =infx|- 2 -2 1k
Jix  x2  X X X
Q) [ 1 ]dx:2|n|x+3|—|n|x—4|+k
JIx+3 x—4
d) d=——1 4k
J(x+4) X+ 4
(1 7 1
e) + ]dx: +7In|x+ 3|+
Jlx=1*  x+3 X —1
p
0 20 ]dX: T Ry
Jlx+3°  (x=3) (x+3)7  (x=3)
r
1 1 1
) +—|dx=arctg x ——+k
J JUx2+1 xz] g X
]
h) ] —i—i—i]dx:arctgx+£+3|n|x|+k
JUx+1 X2 x X
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Integrales indefinidas

045 | Obtén laintegral de cada una de las siguientes funciones, indicando las propiedades

que utilizas.
2 3 1.492 5
a) f(x) = + Q f(x)= _2
X —1 X+ 4 X—7 X
b) flx)= — & fx)=—2 !
x+3 x-—5 x24+1 X2

aﬂ 2+ 3]m=J2 W+J3 ax =
x—1 X+ 4 X —1 X+ 4
j(f-&—g):Jf—i-Jg Ja-f:ajf
:2[ ! w+3f L g =2in|x—1/+3In|x + 4]+ &

X —1 X+ 4

lem\f\w
f‘

mf[7 _ 1]m:f7 M—J] dx =
X+ 3 X—5 X+ 3 X —5

fiv0-[r+] formal

:7j 1 m—J L g =7In|x+3|=In|x— 5|+ &
x+3 x—=5

Jizm\f\w
f'

9 J[1.492 _s]dxzjmw dX_Jst
x—7 X x—=7 X

= 1.492j 1 dx—SJ] dx =1492In|x — 7| = 5In|x| +k

X
Ji:m\f\w
;

)J[6 —]JW:J 6 W—J1WZ
X241 X? X2+ 1 x?
J(H—g)zjf—i—[g Ja-f:aJ'f

:6J ! CW—J1dX:6aK@X—A]+k
x? 41 x? X

-
1+f-2
fren=

’cnﬂ
J' n+1

=arctgxf




SOLUCIONARIO 1 1

046 | Halla estas integrales de funciones exponenciales.

( (‘lx
a) e dx d) [53 dx
) )
( ( w1
b) |e**'™ dx o) |77 2 dx
( (
c)J(3X+eX)dx f)J(3-22"+7)dx
[
a) Jex‘3 dx =e*7 +k
f' €2X+M
b) 62x+14dXZ -|-k
] 2
( 3
o |3 +e")dx= +e* +k
] In3
[ 2 2
Zx .53
d) [53 dx = 35 +k
J 2In5
1
f x—l 3)&;
e) 73 2 dx = ! + Kk
3In7
( 3 2x
f) |32 +7)dx = +7x+k
) 2In2

047 | Calcula las integrales de estas funciones.

[ ( 7
a) |cos 2x dx f) > dx
] sen® 3x
r [ s
b) [4sen (x + w) dx 9) dx
J ) cos? X
( [
c) |3cos [1 — i] dx h) B dx
J 2 3 J N1—x?
( ( 3
d) [5sen (2x — =) dx i) 5
] ] x*+1
[ 1 ( 1
e) |3sec® —x dx ) | ———— dx
5 ] 3x)? +1

a) Jcos 2x dx = %sen 2x + k

b)J4sen(x+1r)dx=—4cos(x—i—ﬂ)—i—k

C)J3C05[l—i]dX:—956’/’)[1—1]4-/(
2 3 2 3
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Integrales indefinidas

d) JS sen (2x — =) dx = _ZSCOS 2x — )+ k

1
1 5 1
e) |3sec’—x dx =15 dx=15tg —x +k
> cos* —x >
f)f ! dx:7J s dx:—lcotg&(—&—k
sen’3x 3 ] sen’3x 3
1
5 3 X
g)J dX:15J dx=15tg —+ k
2 X 2 3
cos’— cos’ —
3
3
h)J dx = 3 arcsen x + k
1— x?
) 3
i) J dx=3arctg x +k
x° +1

i) J] dx :iarctg 3x 4+ k
(3x)* +1 3

048 | Resuelve estas integrales.

2 >
a) J X o i J 6xe™ dx
x2 +1
8x —3 _ XT3 . 2 X3+Xd
4x: —3x 41 j) |Bx* + e X
J 6x* + 1 k) J(12x2—6x)e‘”33"2+7dx
2x° + x —9
sen x
J ) J 7 dx
cos X
fcot X dx m)J 2
7 4+ x?
-2
3x?% sen x3 dx n)J dx
3 — x?
J2x+1 )sen (x2+x+5) dx n) J—xex dx
J6xcos 3x* —5) dx 0) J[X-an] dx
X

a) J 22X dx:ln\xz+1\+k
X° 41

b) J8X_3dx—|n4x2—3x—|—1 + k
x2 —=3x+1
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049

a)

b)

SOLUCIONARIO 1 1

( 2
&d)(:ln|2x2+x—9 + k
J 2x*+x—-9

r
X = —In |cos x|+ k

J cosx
r
J cotg dx = J

f

Cos X

ax =1In |senx| + k
senx

3x%senx® dx = —cos x> + k

.
Px+Nsen (x> +x+5 dx =—cos (x> + x+5 +k

.
J 6xcos (3x? —5) dx = sen 3x> —5)+k

.
6x e dx = ¥ +k
J

-
(Bx2 +1) e dx = e 4+ k

f

(12)(2 _ 6X)64x3—3x2+7dx — e4x3—3x2+7 +k
( , €7XZ
xe' dx = + k
4
[ 1 1 X
ax = — —zdx=—arctg—+k
J 4+X2 2 X 2
1+ =
2
f —2 ax = _2J 1 C/X——2CITCS€I’)L+/<
JENER J3 \/ [ ; ]2 J3
11— ==
J3
[ 1 : e
—xedx = —|2xe“dx = + k
J 2
rx—i—lnx In x In x In? x
——dx=|dx+ | —dx=x+ | ——dx=x+ + k
J X X X 2

Calcula las siguientes integrales.

a) Jcos (5x + 1) dx b) J;dx
(

x+2)

Jcos(Sx—Ddx:wjtk

1 -2
—_— X = ———— + k
J\/(><+2)3 VX +2)
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Integrales indefinidas

050 | Calcula la integral de cada una de las funciones, indicando las propiedades

que utilizas.

a) f(x) = x + cos x d) f(x) =2x> —x*+4

b) f(x) = 6e* e) f(x) =10x* —3sen x
10

o f(x)=5x>+7x f) f(x)=8-2" + —
Ix

2
a) J(X + cosx) dx = Jx ax + Jcosx ax = X? +senx +k

ff fﬂ+'\
f+g=|f =
J( +9) J +Jg J .

Jf’cosf:senf

b) J6ede:6Jede:6eX+k
Ja-f:ajf Jf’ef:ef
5 5 5 5x*  7x?
o |Gx"+7x)dx = |5x°dx+ |7xdx=5|x"dx+7|xdx= ; + 5 + k
J(f+g):Jf+Jg Ja-f:ajf Jf’f”: W
n+1
d) J(2x3—xz—|—4) dx:j2x3dx—Jx2dx+J4x dx =

J(f+g)=Jf+Jg Ja-f:aff
xt X
=2[xdx— | x*dx+ 4 XdXZT_?+4X+k
Jf’fﬂ: £
n+1
e) J(]OX4—3senX) dx:me“dx—JSsenx dx =

rva=[r+]s [arr=al

= 10Jx4 dx —3Jsenx dx = 2x° + 3cosx + k

n+1
Jf’f”: !
n+1

Jf’senfzfcosf




051

052

053

SOLUCIONARIO 1 1

10

J(f+g)=jf+Jg Ja~f=ajf

=8J2de+1oJde=8-2—+2o&+k

\/; t In2

fro =2

[
|

fﬂ‘H

frin=

n+1

Comprueba, con ejemplos, las siguientes afirmaciones.

a) Laintegral de un producto de funciones no coincide con el producto
de las integrales de cada una de ellas.

b) La integral indefinida de un cociente de funciones no coincide con el cociente
de las integrales de cada una de ellas.

[ 3
a) [xdx =21k
J 3 —>szdx¢dex-dex
( x? x*
Xdx="——= |xdx-|[xdx="—+k
J 2 4
( X
b) [1dx=|—dx=x+k
J X 5 dex
X X
X =2 =—+k=1+k JXdX
J 2 dex X
2

cos x
Calcular dx.
sen® x

(Castillay Leon. Junio 2002. Prueba A. Cuestion 3)

Jcosx dx = —1 iy
sen’x 2 sen? x

Calcula J(Zx —3) tg (x* —3x) dx, siendo tg la funcién tangente.

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

(2x —3) sen(x? — 3x)

dx = —Incos (x* = 3x)| + k
cos(x* — 3x)

J(2x—3)tg(x2—3x)dX:J
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Integrales indefinidas

054 | Seala funcion f(x) =

. Encontrar una funcién primitiva de f.
x? 41

(Asturias. Junio 2002. Bloque 4)

J6X dX:3J 2x dx=3|n|x2+1|+k

X2+ 1 x>+ 1

] X
055 | Calcular J— dx .

V14 2x2

(Castilla y Leon. Septiembre 2002. Prueba A. Cuestion 4)

j;d)(:ijdr—xdx:ixﬂ—l—b(z +k
V14 2x2 4 ) 14 2x2 2

4
056 | Calcula la integral indefinidaj X+

J1—x2
(La Rioja. Septiembre 2003. Propuesta A. Ejercicio 4)
X+ 4 J X J 1
S k= | x4 | —— — dx =
J\/]—Xz V1= x? V1= x?
= 1—x% +4arcsen x + k

dx.

]
057 | Calcula: 3x+ 4 dx
x2 +1

(Andalucia. Aiio 2007. Modelo 5. Opcion B. Ejercicio 2)

J3X+4dX:J 3x dx+4J ! dx:iln|x2+1|+4arctgx+k
x? 41 x? 41 x* 41 2

058 | Calcula la primitiva de Jﬂ dx.

X
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2005. Bloque 2. Pregunta A)

x+\/; 1 1 B 2
deX J;dX+JﬁdX_|n|X|_W+k

059 | Calcular la primitiva que sigue: J 2x+ A
x>+ 4

(Pais Vasco. Julio 2004. Bloque D. Cuestion D)

dx en funcion del valor de A.

J2X+AdX:J 2x dx—l—AJ ! dx=|n|x2+4|+2A-arctgi+k
x>+ 4 x*+ 4 x>+ 4 2
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060

061

062

063

SOLUCIONARIO 1 1

Una funcién y = f(x), con x > —1, tiene por derivada: y' = % ,donde a
+ X

es una constante. Determina la funcién si, ademas, sabemos que f(0) =1y f(1) = —1.
fO)=1—=alnl+k=1->k=1
a
f(x)= dx=alnl1+ x|+ k =2
) j1+x |+ |+ - f=—1-an2+1=-15a=—

In2

Por tanto la funcién es f(x) = |_—2 In[14 x|+ 1.
n2

Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x* + 1)7'x que se anulaen x = 2.

(Extremadura. Septiembre 2002. Repertorio B. Ejercicio 4)

F(X)ZJ(XZ—I-])WXdXZJ X dX=%|ﬂ|1+X2|+k

x* 41
1 2 In5
= F) = nfi+ x| =nVs
De la funcion f: (—1, +%) — R se sabe que f(x) = ﬁy que f(2) = 0.
X+

a) Determinaf.
b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
(Andalucia. Ario 2004. Modelo 6. Opcion A. Ejercicio 1)

a) f(x):f 3 dx = -3 +k
(x + 1)? X+

f(2):O—>_—3+k:O—>k:1—>f(x): -3
3 X 41

+1

b) F(X)=J[ = +1]dx=—3ln|x+1|+x+k
X+
F(O):1—>k:1—>F(x):_3|n|x_|_1|_|_§x_|_1

1
Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x + 1)>x 2que seanuleen x =1.

(Extremadura. Septiembre 2005. Repertorio A. Ejercicio 4)

1 2 5 3
J(x+1>2x 2 dx:J(X—H) dx:2J(t2+1)2dt:2[%+%+t]+k:

Ix
t=x
]
dt—z\/; dx
5 3
= 2\5 + 2\/;_ ++x +k

5 3
F=0o 24 2 i k=0 k= - SFg= 2 2N 3
5 3 15 5 3 15
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Integrales indefinidas

064 | Determina la funcién f: R — R sabiendo que su derivada segunda es constante
eigual a 3y que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 tiene
de ecuacion 5x —y — 3 =0.

f"(x)=3

f'(x) = jf”(x) dx = JB dx = 3x + k

f(x) = Jf’(x) dx = J(3x+k1) ax zix2 + kix + ks,

La recta tangente en el punto de abscisax=Tes y = 5x — 3
— La pendiente es m = 5.

Parax=1—y=5-1—3=2— Lafuncién pasa por el punto (1, 2).
fM=5-=>3+k=5-=k=2

3 3 3
f(]):2—>5+k1+k2:2—>5+2+kz:2—>k22_5

f(x) = iX2 —i—2x—i
2 2

065 | Halla una funcién polindmica de tercer grado f(x) que cumpla simultdneamente
las siguientes condiciones:

» Suderivadaes f(x) = x* —3x.

« El valor del maximo relativo es el doble del minimo relativo.

3 2
) = Jf'(X) dx = J(XZ T L A L S
3 2
Calculamos su maximo y minimo relativo.
27 -9
F)=0— X =3 fB)=9-—dhk=—"+k

x=0-—>f0)=k
Imponemos la condicion.
f(O)ZZf(S)—>/<=2[_29+k]ak:9

3 2
fo=""—3 19
3 2

066 | De una funcién derivable se sabe que pasa por el punto (—1, —4)
y que su derivada es:
2—x six<I1
f(x) =
(x) 1 si x >1
X
a) Halla la expresion de f(x).

b) Determina la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 2.
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067

SOLUCIONARIO 1 1

X2
IX— 2k six <1
a) f(x) = > =

|n|x|+k2 six > 1
Como pasa por el punto (—1, —4):

=)= =4 > 2= —4 = —
2 2

Como existe la derivada en x = 1, necesariamente la funcion es continua
y derivable en dicho punto.

lim f(x) = //'mf(x)—>2—%—%:0+kz—>k2:0

x—T1" x—T"

La funcidn es: f(x) = ) p)

b) Larectatangentees: y —f(2) = '(2)(x — 2)

1 1
fQl=——Dy—-IN2=—x-2)>y=
2 Y 2 y

Calcula estas integrales por partes.

f
a) [x3Inx dx e) Inx dx
J J X
[ (
b) |In(2x + 1) dx f) |x sen 2x dx
J
[ [
o |e™ sen2x dx g) |x? sen 2x dx
J J
[ (
d) |arctg x dx h) [(2x + 3)e** dx
J J

4 3 4
a) JXSlnXdXT Xl:x —[X—dx: X x

4 4

u:lnx—)du:idx
X
4

dv=xdx —v="—
4

b) Jln (2x+1) dexIn|2x+1|—J

dx

u=In2x+1)—du=
2x 41
dv=dx—v=x

X—2

4

X

16

+1n2

[

(x> —5) cos x dx
r‘ 2 3
(2x* + x —2)e’* dx

(2 4+ e*) cos (x + 1) dx

4

+k:X—[|nx—i]+k
4 4

2x dx:x|n|2x+1|—ﬂ1— ] ]dx:
2x+1 2x+1

:x|n|2x+1|—x+w+k:[x+%]ln|2x+1|—x+k
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Integrales indefinidas

cos 2x 1
Q) Jexsen 2x dx = —e™* — [e*cos 2x dx =
2 2
u=e* = du=—e"dx u=e*—>du=—e"dx
—(Cos 2X sen 2x

dv =cos 2x dx - v =

dv=sen2x dx —»v=

=" cos 2x - 1(ex sen 2x + 1Je*sen 2x dx]Je*sen 2x dx =
2 2 2 2

_, COS 2x _, sen2x T _,
=—¢ —e —— | e *sen 2x dx
2 4 4

510 -, | cos 2x sen 2x
— e *sen 2x dx = —e +
4 2 4

—X

(2 cos 2x + sen 2x) + k

- Jexsen 2x dx = —

In‘xz—H‘ )

d) Jarctgxdx:x-arctgx—J dx = x-arctg x —

X2+ 1

u=arctg x > du=
x> 41
av=dx—>v=x

2

e) deX:|ﬂ2X—deX —>2j|nde:|n2X —>J|nde: |n2x + k

X X X X
1

u=Inx—du=—dx
X

dv:idxev:\nx
X

—X C0S 2X cos 2x X COS 2X sen 2x
f) sterﬂxdx— J ax = — + + k
2 2 2 4
u=x—du=dx
dv=sen2x dx —v= —C0s 2x
2
—X* CoS 2X
g) szsen 2x dx = +chos 2Xx dx =
2
u=x?—du=2x dx u=x—->du=dx
d\/:sen2xdx—>v:7coszx dV:COSszX—’stenzx
—x? cos 2x X sen 2x sen 2x —x? cos 2x X sen 2x Cos 2x
= + - dx = + + + k
2 2 2 2 2 4

———+k=(x+Ne” +k

(2x 4 3)e** _Jey d— (2x+3)e? e
2 2

h) J(2X +3)eXdx =

u=2x+3—->du=2dx

2x

dv=e¥dx —sv=
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069

SOLUCIONARIO 1 1

) JX dx = = —|—Je*dx: AN Sl B
eX fex

U=x—du=dx

dv=erdx—>v=—e""

) J(x2 —5) cosx dx = (x* —5) senx — ijsenx dx =

u=x’—5-—du=2xdx U= x—du=dx
dv = cosxdx — v = senx dv = sen x dx = v = —cos x

= (x> —=5) sen x + 2x cos X—2Jcosxdx:(x2—5) sen x4+ 2x cos x —2 sen x +k

(2 +x—2e” J (4x+1e” | _ X +x=2e"
3 3 : 3

U=2x>+x—2—du=(4x+1) dx U=4x+1-du=4dx
x 3x
’ dv=e"dx —>v=

k) J(2X2 + x —2)e*dx T

dv=e"dx =>v=

3x 3x 2 —_ 3x 3x
(4x—;1)e _J4e3 dx]:(2X+X e (4x+De +ie3x+k

3 3 9 27

) J(2+er) cos(x+1) dx = J2cos (x+1)dx+ Jezxcos (x+10)dx=

=2sen(x + )+ eZsen(x +1)— f2e“sen(x +Ndx =

u=e” = du=2e"dx
dv=sen(x+1) dx —>v=—cos (x +1)

=2sen(x + 1)+ e*sen(x + 1)+ 2e*cos (x + 1) — 2J2e”cos (x+1)=

e¥sen (x + 1)+ 2e%*cos (x + 1)
5

=2sen(x+1)+ + k

Utilizando el método de integracion por partes, calcule I = Jln X dx.

(Murcia. Septiembre 2002. Bloque 4. Cuestion 1)

I:JInxdexInx—de:xlnx—ijk

u:lnx%du:idx
X

dv=dx —>v=x

Utilizar el método de integracién por partes para encontrar una primitiva
de la funcién f(x) = x cos 3x.

(Pais Vasco. Septiembre 2002. Bloque D. Cuestion D)

chos 3y dy — xsen 3x _Jsen 3x dx — xsen 3x " cos 3x K
b3 3 3 9
U=x—du=dx
sen 3x

dv=cos3x dx - v =
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Integrales indefinidas

070

071

072

073

Aplicar el método de integracién por partes para calcular las siguientes primitivas.
a)I=Jxe2"dx b)J:JxInxdx

(Pais Vasco. Junio 2004. Bloque D. Cuestion D)

2x 2x 2x 2x
a) JxezdeTXZ _Je dX:Xe _€ iy

2 2 4

U= x—du=dx
2x
dv=e"dx v =

2 2 2
b) Jxlnxdx:X—~|nx—JidX:X—~|nX—X—+k
2 2 2 4

X
2
dv:xdx—w:%

. 2 I .
Calcula la integral J—x sen x dx indicando los pasos realizados.
0y

(C. Valenciana. Junio 2003. Ejercicio A. Problema 2)

fixsenxdx = zfxsenxdx = 3(—xcos X+ Jcos X dx) =
IS T % IS

U= x—du=dx

dv =senx dx —v = —cos x

2
= — (—xcos x +senx) + k
I

Sea la funcién f(x) = x?e*. Calcular una primitiva.
(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 4)

szexdx T x2e* — J2x e*dx T x2eX —2x e — Jexdx) =

u=x>—du=2x dx U=x—du=dx
dv=e‘dx —>v=¢" dv=e'dx—>v=e"

= x% —2xe* +2e  +k=(x*=2x+2)e" +k

Calcula J(xz —1)e~* dx.

(Andalucia. Aio 2006. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 2)

J(x2 — De*dx T —(x? = MNe ™ + sz e~*dx T —(x? = 1e™* —2xe™* + JZ e~ dx =

u=x>—1-du=2x dx u=2x—du=2dx

dv=e"dx sv=—e* dv=e"dx —>v=—e"

=—(x>=MNe* —=2xe X =2e "+ k=(—x*=2x—1e " +k



074

075

076

077

SOLUCIONARIO 1 1

Calcular la primitiva siguiente: Jln (25 + x?) dx

(Canarias. Junio 2003. Opcién A. Cuestion 2)

2
J|n(25+x2)dx=x|n(2s+x2)—Jde:
25+ x?
U=In (254 x%) = du = —2
25+ x?
dv=dx >v=x
=X|n(25+xz)—f[2— >0 }dx=x|n(25+x2)—J2dx+f >0 dx =
25+ x? 25+ x?

=xIn(254 x*)—2x+10 arctgi—i—k
5

Halla una funcién primitiva de:

que pase por el punto P(e, 2).
F(x) = J[&—Inx]dx: In x| = xIn x|+ x + k
Fle)=2—1—e+e+k=2—-k=1- FO)=In|x|—xIn|x|+ x +1
En cada uno de los siguientes casos, obtén una funcién f(x) que cumpla

las condiciones que se sefalan:
a) f(x) = x?sen x, f(0) = —1 b) f(x)=xInx, f(1) = %

a) szsen xdx = —x%cos x + 2chos xdx = —x%cos x + 2xsenx + 2cos x + k =

u=x?>—du=2xdx U= x—>du=dx
dv =senx dx —v = —cos x cosxdv = dx — v = senx

= (2 — x*)cosx + 2xsenx + k

fO)=—-1>24k=—Tok=-3 - f(x)=0—x*) cosx + xsenx — 3
2 2 2
b)JxInxdx: X Inx —JidX: x“Inx _X_+k
f 2 2 2 4
u:lnx%du:idx
X
dv:xdx—)v:x—
2
2 2
f(1):i—>—i+k:l—>k=i Sf=2 Inx _X_+i
2 4 2 4 2 4 4

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x? sen 2x. Calcula la primitiva de f
cuya gréfica pasa por el punto (0, 1).

(Andalucia. Afio 2005. Modelo 5. Opcién B. Cuestion 2)
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Integrales indefinidas

2 2
Jx2sen2xdx—— X“C0S 2X —|—ch052de—— X“C0s 2x n xsen2x _Jsenzx dy —
2 2 2 2
u=x?—du=2x dx uU=x—du=dx
dv — sen2x dx —s v — 052X dv = cos 2x dx = v = SN2
2
x2cos2x . xsen2x  cos2x  (1—2x?)cos2x  xsen2x
=— + + = + + k
2 2 4 4 2
_ 2
f(O)Z]%i—i—k:]%k:i%f(X): (1—2x7) cos 2x n xsen2x +i
4 4 4 2 4
078 | Obtener la expresiéon de una funcién f(x) sabiendo que f(x) = (x + 1)e**
5
que f(0) = —.
Y 4
2x 2x 2x 2x 2x
J(X+])62deZW—;k_Jez C/X:(X—i_z])e—e +k:%+k

U=x-+1-du=dx
er
dv=edx >v=

2x
4 4 4 4

079 | Dada la funcién f(x) = (2x + 1)e*’** determina la funcion g(x) tal que g'(x) = f(x)
(es decir, una primitiva de f(x)) y que su grafica pase por el punto (0, 2).

g(x) = j(2x +1e" P = ek

g0)=2>1+k=2>5k=1>gx)=e "+ +1

080 | Halla la expresion de la familia de funciones tales que la pendiente de las rectas
tangentes a sus graficas en cualquier punto viene dada por m = (2x + 3)e?~
Determina, entre todas ellas, la que pasa por el punto (0, 1).

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada
de la funcion.

2x 2x 2x
M_Jezxdx_@xw e e

2 2 2
U=2x+3—du=2dx

2x

F(x) = J(Zx + 3)e¥dx =

dv=e"dx >v=

2Xx
:(2X+23)€'+/<:(x+1)e2X+k

FO)=1—=1+k=1— k=0 — Lafuncién pedida es F(x) = (x + 1)e**,
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081

082

083

084

085

086

SOLUCIONARIO 1 1

Calcular J; dx.
x(x +1)

(Castilla y Leon. Septiembre 2008. Prueba A. Cuestion 4)

J;dx:ﬂi— 1 ]dx:ln|x|—|n|x—i—1|—i—k
X(x+1) X X +1

dx

Calcula la siguiente integral indefinida:J -
X pu—

(Navarra. Junio 2005. Grupo 2. Opcion C)

J 2 dX:J[ L ]dx—|n|x—1|—|n|x+1|+k
x? =1 x—=1 x+1

Calculef o .
x* —4

(Murcia. Junio 2003. Bloque 4. Cuestion 1)

J 1 dx:Ji[ 1 ]dX:|n|X—2|—|n|X+2|+k
x*—4 4({x—=2 x+42 4

Calcular la integral indefinida d—x
(x —=1)?

(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 3)

J 1 ax = ~ + k
(x =17 x —1

Calcular la primitiva que sigue: J

2dx

X —X

(Pais Vasco. Junio 2005. Bloque D. Problema D)

J 2 dX:J[—E—f— ] 1Jdx:—2In|x|+|r1|x+1|+|n|x—1|+/<
x> —x X x+1 x—=1

Calcula las siguientes integrales de funciones racionales.

a) Ix“’dx e)fx_2 dx

x —1 X2 —x
J2x+3 JX—I-Z

2x + 1 x° —1

dx

x?2 +x— x? +9
J5x—1 J "

x° —1 x>+ 4x*+x—6
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Integrales indefinidas

a)JX—F3 dX:J[1+ 4 ]dx=x+4|nx—1+k
x—1 x—1

2x 43 dX:J[H— 2 ]dx:x+ln2x+1+k
2X + 1 2X +1

3dX:H L }dx:lnx—1—|nx+2—|—k
2 X —1 X+ 2
2

3

SX_]C/X:J[ +]dx:2lnx—1+3|nx+1+k
x? =1 x—1  x4+1

|

|

|
@JX:zw—J[_]+§}M:4nw4+ZMX+k

|

|

|

”de—J =N R S A P LI ORI
x? —1 2(x=1  2(x+1 2 2

12 1 4 3
dX:J[ — + ]dX:
X4+ 4x°+x—6 x—1 x+2 x+3

:In\x71\74|n\x+2\+3|n\x+3\+k

087 | Halla estas integrales de funciones racionales.

a) J21dx f)J 4X dx
X —5x+4+6 X" +1

xt—x3 —x—1

dx dx

2x+5
(x +3)°

J f
J J
| |52

(x +1?

.
a)J 1 dx = [ - ]dx:lnx—3—|nx2+k
x? —5x+6 Jix=3 x-=2
.
b)J x=2 dx = 1[ > _ 1 ]dx:5|nx+3—1|ﬂX—1+k
x? +2x -3 J4lx+3  x—-1 4 4
(
OJ)H4W:T 7_.3]m:7MH%—3MX4+k
X°4+2x—3 J4{x+3 x—1 4 4
d)J2X+8dX:H > _ ]dx_smx—z —Inlx 42| +k
x> —4 X—2  x+2
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088

089

090

SOLUCIONARIO 1 1

)
e) X dx:j[x+4+ 164]dx:§+4x+16|n|x—4|+k

J x—4 X —
[
f) 4X+] dx:%arcrgxz—i—k
) x
(4 3 2
) wdxz X_L dX:X_+i+k
g 3 2 2
J X* — X X 2 X

[ 3
h) al dx:J[ 1 + 3 — 3 + ! ]dX:
J (x+? X+ x4+ x+1) x+1

1 3 3
= - + +In|x 4+ 1]+ k
x4+ 1 2Alx+1)? X+ 1

J2X+5dx J[ S ]dx: 2,
(x+3) (x+3°  (x+3) 2Ax+37  x+3

j)J 2 dx:ﬂ 24 2 ]dx: 2 oinfx 4k
(x + 1) (x+1%  x+1 X+ 1

Halla la integral indefinida J; dx.

x>+ x—6
(Navarra. Junio 2007. Grupo 2. Opcion C)

J;d_ji
x° 4+ x—6 5

Calculese J; dx.

x? 4+ 4x +13

1 ]dxz|n|><—2|_|n|x+3|+/<
X—2 X 43 5 5

(Castilla y Leon. Septiembre 2005. Prueba B. Cuestion 1)

J;dX:J;dXZLJ;ZdX:
x4+ 4x+13 (x+272+9 9) (x+2)

Calcular _x dx.
x2 4+3x—=10

(Canarias. Septiembre 2004. Opcion B. Cuestion 2)

Jg—xdx=fi[ © + E ]dx=gln|x—2|+£ln|x+5|+k
x2+3x—=10 7\x—2 x+45 7 7
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Integrales indefinidas

091

092

093

094

095

702

dx
Calcule — -
X —5x+6

(Murcia. Septiembre 2003. Bloque 4. Cuestion 2)

J;dx:ﬂ I ]dx:|n|x—3|—|n|x—2|+k
x* —5x+6 Xx—3 x=2

2 — —
Calcula JM dx.
x? —25

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)
2 f— —
j5x 5x 160dx:J5— LI P
x? —25 x—=5  x+5
=5X—6In|x—5|+ln|x+5|+k

3x3 4+ x2 —10x + 1
x2 —x =2

ax.

Calcula la integral J

(Andalucia. Aho 2005. Modelo 2. Opcidn A. Ejercicio 2)

3 3

X—2 X+ 1

f3x3+x2—10x+1
ax =

X2 —x=2

dX:J[3X+4+

:%+4x+3ln|x—2|—3ln|x+1|+k

3 _2 2
Calcular la integral St SN
x? —=2x +1

(Murcia. Junio 2008. Bloque 4. Cuestion A)

3 52
J x> —2x dXZJX— T dy —
x2 —2x +1 (x—=1%  x—1

2

:X—+ —|n|x—1|+k
2 X —1
3 _2x? 1
CaIcuIarJX X+ X+ dx.
x2 —3x 42
(Canarias. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 1)
39,2
jx 2x +X+]dx:Jx—|—1+ R N P
x?—3x+2 x—2  x—1

XZ
=?+X—|—3|n|x—2|—ln|x—1|—|—k



096

097

098

099

SOLUCIONARIO 1 1

x3 41
x*+ 4

dx .

Calcula la siguiente integral: j

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2006. Bloque 2. Pregunta A)

3 —
Jx +1 dX:J[X+1 4X]dx:
x*+4 X’ +4

2
:J[x—i— L ]dX=X—+iarctgi—2|n|X2+4|+k
X*+4 X' +4 2 2 2

Se consideran las funciones reales f(x) = 12x> —8x? + 9x —5
f(x)
g(x)

y g(x) = 6x*> —7x + 2. Calcular la funcién H(x) = J dx que cumple H(1) =1.

(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 3. Problema 1)

3 g2 _ _
H(X):Jux 8x2 4 9x — 5 dx:ﬂ2x+1+ 12x —7 ]dx:
6x> —7x +2 _6x2—7x+2

=x 4+ x+1n 6X2—7X-|-2|-|-/<

dx haciendo el cambio de variable t = e*,

Calcula I =
2—e¥

(Andalucia. Ario 2007. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 2)

2—e" 2—t t 2—t t

t=e*
dt = e*dx

=In[2—t|+Inft|+ k=2 —e" |+ x+k

Sea la integral Jez" sen e* dx .

a) Intégrala mediante el cambio t = e*.

b) Calcula la constante de integracion para que la funcion integral pase por
el origen de coordenadas.

(Aragon. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 3)

2
a) je“sen eXdx = j tsent dt = Jtsentdt T —tcost + Jcostdt =

t

t=e" u=t—du=dt
dt = e*dx dv=sent dt - v=—cost

= —tcost + sent + k = —e*cos e* + sene’ + k

b) f(0)=0— —cos1+senl+k=0— k =cos1—senl
— f(x) = —e*cose* — sene* + cos1+ senl
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Integrales indefinidas

100 | Sealn x el logaritmo neperiano de x y sea f: D — R la funcién definida por

Fx) = ——.

) Usa el cambio de variable t = In x para calcular una primitiva de f.
x(In x

F(x):J]dx—Jdt Bl B
x (In x)? 2 t In x

101 | Considera la integral JCOSX ax .

(sen x)?

a) Calcularla realizando el cambio de variable sen x = t.
b) Calculala misma integral pero haciendo el cambio de variable tg x = t.
c) ;Se obtiene el mismo resultado? Justifica la respuesta.

1 —1 —1
a) JCOSXC/XZJC/t:—I—k:—l—k
(sen x)? = 212 2 (sen x)?
t =senx
dt = cos xdx
o) J cosx dx_f]dx_J]dt__]Jrk__]Jrk
(senx)? tgx sen’x = 212 2 (tgx)*
t=1tgx
dt=—1 dx
COS™ X
9 1 k= cosx+k:senx 1+/<:
2 (tgx)? 2 sen’x 2 sen’x
1 1 —1 1 —1 ,
=—- +k= +—+k= +k
2 2sen’x 2sen’x 2 2 sen’x

Los resultados solo difieren en una constante por lo que obtenemos la misma
integral.

102 | Halla, realizando un cambio de variable, las siguientes integrales.

a) Jcosx sen>x dx e) Jx\/x +1 dx i) Jcoszx senx dx

[ 3
sen’x
j) dx
flnH—x Jx —1 ) J cosx
r 3
J In 2X g) |cos’x senx dx k) | (x? 4+ 1)e* T3> dx
J
(
f2x senx? dx ) Jsenxe“’” dx l) |cos® x sen® x dx



SOLUCIONARIO 1 1

4 4
a) JCOSX58”3XdX=Jt3dt=t—+k: sen"x )

4 4
t=senx
dt = cosxdx
) 1 1
b) [xIn(I+x*)dx=—]|Intdt =—(tInt—t)+k =
t 2 2
t=1+ x?
dt = 2x dx

= {1+ x4 = (14 x7) + &

2 2
9 Jlnzxdx:ftdr:%Jrk: 729

X 2

t=In2x

dr=-\ dx
X

d) J2x5enx2 dx = Jsentdt = —cost + k = —cosx* + k

t=x’
dt=2x dx

e) Jx\/x—i—] dXTJ2(I2—1)t2dt:%t5—§t3+k:

t=x+1 2 —-1=x
2t dt =dx
2
_ X+][2(x+n _2<x3+1) Tk

JXzzi1iﬁdf:thk:'nV“””

t=x?—1
dt=2x dx

_ 43 - 3
9) Jcoszxsenxdx — J—tzdt _ 3f k= co; Ly

t = cosx
dt = —senxdx

h) Jsenxe“’” dx = J—efdt = —el + k=—° +k

= cosx
dt = —senxdx

3 5 3
) Jcoszxserﬁxdx = J—r2(1 —t)dt = —% + L +k=— o5 X

t = cosx
dt = —senxdx

€os°x
5

+k
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Integrales indefinidas

3 2 _ 2 :
) Jsende:jt 1dt:L_|nM+k:COSX—In\cost—k
cos x t 2 2

t=cosx

dt = —senxdx

t t X3 +3x
k) J(X2—|—1) exg+3xdx—Jedt—e+k— ¢ +k
3 3 3
t=x>43x
dt = (3x? +3) dx
8 6 8 6
) Jcossxsen3xdx = Jts(tz — 1) dt = r —t—+ =X XLy
8 6 8 6
t=cosx

dt = —senxdx

103 | Resuelve utilizando un cambio de variable.

b) Jx(x + 5)"% dx 9) |tg 2x dx
tg \x J X

Q) dx h) |cotg — dx

J Ix

J 3x2 d ) J X4 d
d) |xe* dx i —dx

l-l _X10
e) JX4 dx j) Je*xl(ex + 1) dx
1—x

J 2 C/X:J 1 dt:arctgH—k:arctgi%—k
44 x° 1+t 2

dt=—
2

b) Jx(x+5)1odX—J(t—5) t‘odt_J(t”—Sﬂo)dt_

t=x+5->t—-5=x

dt = dx
12 " 12 1"
_ ot +k:(x+5) _ 5(x+5) Lk
12 11 12 11
Q) th\/; dx—J2tgtdt——2|ncost+k——2|n\/;+/<
Jx
t=+x
1
dt= d
W



SOLUCIONARIO 1 1

t e3x2
xe¥dx = —dt ——|—k: + k
6 6 6

t=3x?
dt = 6xdx

1 1 1 1
J— dt = 3 arcsent + k = 3 arcsen x> + k

X
>f_dX:_
Ji—xt 2l -p
t= x2
dt:X2xdx

1+c1x_ . = J1—x
ﬂjﬁi\f Nt +k=-1-x +&

t=1-x°
dt=—2x dx

9) th2de: J;—; dt:;ln|r|+k:_71ln|6052)(|+k

= cos2x
dt =—2sen 2x dx

h) Jcotg%dXZJidf=5|ﬂlf|+k:5|n sen%‘—i—k
R

1 1 1
J— dt = Earcsent—i—k = garcsenx5 + k

X4
2 dx=—
J\M—xw b s)Vi-¢

t=x°
dt = 5x* dx
h) Je* (e 4+ 1 dx = J\/tjdt:%\/t?Jrk:%\/(ex +1° +k
t=e"+1
dt = e*dx

— 2
104 | Calcula la siguiente integral: J— dx
1+ Vx
Indicacién: Puede ayudarte realizar un cambio de variable adecuado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 2. Pregunta A)

J J dt_[ 4 ]dr:4t—4|n|1+r|+k:4&—4|n|1+ﬁ|+k
1+J_ 1+t 1+t

1

nx

dt = dx
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Integrales indefinidas

105 | Resolver la integral indefinida:

J dx
X+1+Vx+1
de dy = J” dt—Jz dt =
X+ T4+ x4+ 4+t t+1
t=vx+1
1
dt = d
N x+1 §

—2Inft+ 1]+ k=2Inx+1+1+k

106 | Calcula estas integrales.

a) J 3x° —5x+7 dx e) JS dx
x3 —4x* + 4x J1—9x2
X X
b)J dx f)J dx
J1—9x* V14 x*
2_
c)J3X x+4 9)J1—x2dx
2x —3
2 X
d) dx h) J dx
J9+4x2 V14 x

ax =

3x2 —5x +7 9 5 Vi
a) |2 = + +
x> —4x? 4+ 4x 20x =2  4(x—2) 4x

= =9 +i|n‘x—2‘+lln‘x‘+k
Ax—2) 4 4
_ _ _ 2
b)J X dX:1J 18 4o N1
17— 9x? 18 71— 9x? 9
2_
9 dexzﬂx_u]dxz
2x —3 27 4 402x—3)
=X a3+
4 4

e) JS ax = 5J3 ax = i arcsen 3x + k
I 1—(3x)? 3

f) JX dx =1+ x* +k
NIESS
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SOLUCIONARIO 1 1

) J\H— x% dx = J«H —sen*t costdt = Jcosztdt T costsent + Jsenztdt =

t = senx
dt = cosxdx

u=cost—du=—sent dt
dv=costdt—v=sent

= costsent + JU — cos’t)dt = costsent + t — cos’tdt

costsent +t xN1—x? 4+ arcsenx
N Jcosztdt:—++k: +

K
2 2
J —Jt—”dr jfdr—JLdt N E N
NAE D¢ t Jr Jr 3
t=1+x
dt =dx
:m‘[ﬂx;ﬂ) 2]+k

Halla las siguientes integrales.

Jx 4+ 4x* —10x + 7

dx e) | —— dx
x> —7x —6 Jx\/‘]—x
J dx f) JX—HdX
x* —7x 4+ 10 4x* 4+ 8
23x
J g)Jsen2x+cosde
2X — cos X
e2x
J2x+1sen 2x% + 2x) dx h)J — dx
1+ e
3 2
a)fx—|—4x 1OX+7C/X:J1+ 2 5 7]dx:
x> —7x—6 Xx—3 x+1 x4+2

:X+2In|x—3|—5|n|x+1|+7|n|x+2|—|—k

b) J;dx:ﬂ [ ]dx:i|n|x—s|—i|n|x—2|+k
x*—=7x+10 3(x—5) 3(x—2) 3 3

2% 1 3 1 , 64
) dx = dt = — ||t + 4t +16 + ——|dt =
=4 bin2)t-4 In 2 t—4

dt=2"In2dx

i[ +2t2+16t+64|n|t—4|]+/<:
n

3x
=_1 [2 +2:274+16-2+64In(2° —4) |+ k

n2 1| 3

d) J(2x + 1) sen 2x? + 2x) dx = %j(“'){ +2)sen 2x? + 2x) dx =

— 2x? + 2
_ COS(>2(+X)+k
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Integrales indefinidas

1 -2 —1 1
e) | ———dx = dt=|——dt— |——dt =
)JX\H—X J1—f2 J1—t JH—[
t=+v1—x
-1

wi—x
—infi—t|=n[i+t|+k=nfi=V1—x|=In[i+ V1= x| +k

J X4+ 3 dX:1f 2x dx—i—]f 3 dx —
4x* + 8 8) x*+2 4 ] x> 42
3 X

arctg +k
a2

J2
9 Jsen2x+cosx dX:J2senxcosx+cosx dX:j(Zsenx—H) dx =
cos X

dt= ax

:iln‘xz+2‘+
8

Cos X
= —2c0sX + x + k

e t 1
h)J dX:Jdt:Jw’t—Jdt:
14 e 1+t 14+t

t=e*
dt = e*dx

=t—Infi+t|+k=e —Infi+e

+k

108 | Calcula estas integrales.

1
a) |cosecx dx e) J dx
x+/1—(Inx)?
3x
b) Jsecx dx f) f1+2e dx
e X
o) Jexz‘SX(ZX—S)dx g)J e* —1dx
senx
d) J dx J sen2x dx
J 14+ cosx 14 cos?x

a) Jcosecde:J 1 dX:J - dt:—iln‘1+t‘+iln‘1—t‘+k:
senx 1—1¢? 2 2

t=cosx
dt = —senx dx

= —ilnh—i—Cosx‘+iln‘1—cosx‘—|—k
2 2

b) Jsecxdx:f ] dx:J L odt= Lt = Lmfi—t|+k=
cos x 1—t? 2 2

t = cosx
dt = —senx dx

:iln‘1+senx‘—i|n‘1—senx‘+k
2 2
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r 2 2
Q |e2x—=5dx=e"""+k
J
) (=5 = 1T cosx +k
J 1+ cos x
[
e) . dx = arcsen (Inx) + k
J xJ1—(Inx)?
r 3x _ p—2x
f) T+e dx:JLd)H—Jexdx: € +e* +k
J e2x e2x 2
[ 2 2 2 2
9 (Ve —1dx=[t+nVtdt=2t + 267 4 k=
J ﬁ 5 3
t=e*—1
dt =e*dx
= Ve’ —1[3(@ S+ (e - 1)]+k
5 3
h) J sen2x dX:J25enxcosx dX:_J —25enxcos x dx:—2|n|1+coszx|+k
1+ cos?x 1+ cos’x 1+ cos?x

Calcula el resultado de las integrales.

a) |(x —2)e* dx e)
J
[ 7

b) dx f
J x3Inx
[ 2

0 M dx 9)
] X
[

d) |(n x)*dx h)
J

SOLUCIONARIO 1 1

r 5e2x _ex
J eZX _1

[

sen? x dx

dx

(

cos? x dx

(

sen x cos x dx

a) J(x — 2)e**dx T %(x — e — J 5 dx = —(x = 2)e** — + k
U=x—2—du=dx
dv=e"dx >v= "
: 3
o) | —L— ax = 2 3finx) + &
J x3lInx 2
f 2 2 3
Q) —(Inx) + X dx = J (Inx) ax + de = (nx) +Xx+k
J X X
(
d) J (In x)%dx T (xInx — x) Inx — J(Inx —1Ndx =

dx
u=Inx—-du=—
X

dv=Inxdx ->v=xInx—x

=xInx—=x)Inx —xInx +2x +k = x(n x> =2x Inx + 2x + k

711



Integrales indefinidas

ZX_ X _
o) JSeedx:JST 1dt:J 2 dt+J S gt =
e —1 t?—1 t—1 t41
t=e"

dt = e*dx
:2In\t—1\+3ln\t+1\+k:2ln

f) JsenzdeZj‘HM( dX:Lf 56”2)( +k

g) JCOSZXdX:jde:X+ sen2x +k:w+k
2

h) Jsenxcosxdx: 56/;)( Tk

110 | Determina estas integrales.

4[2* cos x dx e) Jsen2 X oS X dx
[ 3

J nx+ f) Jsen3x €os X dx
(Inx —1)

Jcos In x) dx 9) Jsen3 x dx

Jsen Jx dx h) Jcos3 x dx

a) J2Xcosxdx =2"senx —In 2J2xsenxdx =2"senx+In2-2*cos x —(In Z)ZJZXCOSXC/X
u=2"—du=2"In2dx u=2"—du=2"In2dx
dv = cosx dx — v = senx dv = senx dx — v = —cosx

2¥senx +1In 2 - 2*cos x
14 (In 2)?

J2Xcosxdx =

o) dex J[+3dt_r+4|nr—1+k—|nx+4In|nx— 1+ k
x(nx —1) t—1
t=Inx
dx

dr=2
X

Q) Jcos (In x)dx = Jefcostdt

t=Inx—>x=¢

dx
dt =—"
X

Jefcos tdt = e'sent — Jefsentdt = e'sent + e'cost — Jelcos tdt

u=e' —du=e'dt u=¢e' —du=ce'dx
dv=costdt >v=sent dv=sentdt—v=—cost

e'sent +efcost xsen (Inx)+ xcos (In x)

jcos (Inx) dX:[efcostdt: S + k= ) +k
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SOLUCIONARIO 1 1

d) fsen \/;dx = ZJtsentdt = 2|(—tcost + Jcostdt) =

t=x u=t—du=dt
dt = ax dv=sentdt—v=—cost
Nx
= —Jtcost 4 2sent + k = —2\/;c05\/; + 2sen\/; + k
( 3
e) |sen’xcosxdx = sen X +k
J
( senx
f) | sen’*xcosx dx = +k
J 4
[
g) |sen’x dx = |(1— cos’x) senxdx = | senxdx — | cos’xsenxdx =
J
cos>x
= —CosX + + k
[
h) | cos’x dx = [(1—sen’x) cosxdx = | cosxdx — | sen’xcosxdx =
J
sen’x
= senx — + k
| |
111 | Calcula:
( [
a) |x sen (In x) dx d) |(cos® x —sen x cos® x) dx
J J
[ [ _
b) |tg x sec’ x dx e) oS X = Sen X
J J 2
0 [ cos3x dx f [ cos? x sen x + cos x sen? x dx
] sen x J sen x

2

a) Jx sen (Inx) dx = X—sen (Inx) — incos (Inx) dx =
2 2 }

de u:cos(lnx)%du:wdx

X X

u=sen(inx)—= du=
2 2

dv:xdx—w:%dx d\/:xdx—w:%dx

X2 X2 1
= —sen(inx) — —cos (Inx) — — | xsen (Inx) dx
2 4 4

2 2

isten (Inx) dx = X—sen (Inx) — X—cos (Inx) + k
4 2 4

~ 2x%sen (Inx) — x’cos (Inx)
5

+k

- sten (Inx) dx

1
b) Jrgxseczx dxzfsenx dat = + k
cos>x 2cos’x

3 1— 12 2 2
Q) JCOSX dX:J( ) dt:In|t|—%+k:In|senx|— se/;x + k

senx t t

t=senx
dt = cosx dx
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Integrales indefinidas

d) J(coszx — senxcos’x) dx = Jcofx dx — Jsenxcoszx dx =

_ 3
= J] + CZOSZX dx — Jsenxc052X dx = % + 56/’;2)( + CZS ! +k

o) JCOSX;S@’)X dX:fCozSX dX_‘[SG;IX dx = senx—;—cosx iy

2 2
cos’x senx + cos x sen’x
f) J dx = j(coszx—k cosxsenx)dx =

senx

1 2
= Jcoszx ax + Jcosxsenxdx = JJFZOSX ax + Jcosxsenxdx =

X sen2x sen’x

==+ + +k
2 4 2
4
112 | Hallar todas las funciones f cuya derivada es f'(x) = LX—H.
x? 4+ x
4 1 1 1
f(x):JX i dx:J[xz—x+1+— ax =
x* + x X XxX4+1
X x?

:f—f~l—x+|n\x\—ln\x+1\+k
3 2

113 | Obtener razonadamente la siguiente integral:

4x —11
T dx
j(x+1)2+1
J 4x =11 dxzjzxt—w df:J 4t dt_J 15
(X +17 41 t'+1 t+1 t2 41

:2|n‘t2+1‘—15(Jrctgt+/<:2|n‘(x+1)2+1‘—150rctg(x+1)+k

114 | Dadas las funciones reales f(x) = 4x*> + 2x + 10y g(x) = x> + x* + 5x + 5,

f(x)
g(x)

Calcular la funcion H(x) = j dx que cumple H(0) = 0.

4x7 4 2x + 1 2 2
/—/(x):J X +2x+10 dx:H + X ]dX:
X+ x?+5x+5 x+1 x*+5

=2In|x +1|+In[x* +5|+k
HO)=0—>In54k=0—>k=—In5—>HX)=2In(x+1+In(x>*+5 —In5



115

116

117

118

119

SOLUCIONARIO 1 1

3 __0y2
Calcula la integral J 2X° 9" +9x+6 dax.

x2 —5x+6

(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 2. Pregunta A)

2 3 _ 2 4
f(X):j x* — 9x +9X+6dX=J[2X+1+ 6 e
x> —5x+6 X—3 x=2
=x>+x+6In|x—3|—4In|x—2[+k
1
Calcular la siguiente primitiva: j . dx donde se supone
que a no es cero. x*—(a+Tx+a
(Pais Vasco. Junio 2008. Bloque D. Cuestion D)
« Sia=1:
1 1
X’ —(a+NWx+a x—=1 x—a a—-1{x—a x-1

(In|x—a|—|n|x—1|)+k

« Sia=1:

J;dXZJ L
X2 —=2x +1 (x —1)? 20x = 1)

3 2
Calcula J X"+ 2x 2x +3 dx.
x? —1

(Andalucia. Afio 2002. Modelo 1. Opcion B. Ejercicio 2)

3 2
Jx +2x 2X+3dx=fx+2— 3,2 Yy
X =1 X+1  x=1

:X2—2+2X—3In|x+1|+2|n|x—1|+k

2 —
Resuelve o x=2 dx.
x> —3x+2
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2002. Bloque 2. Pregunta A)
2 J—
jx_de:j[l. [ S BN S B PPV
x> =3x+2 9 (x—=1 3 (x=1* 9 (x+2)
7 1 2
= hnlx =1+ ———+=Inx+2[+k
9 3(x=1 9
2 —
Resuelve X =1 dx.
x(x* +1)

(Castilla-La Mancha. Junio 2001. Bloque 2. Pregunta A)

Jﬁd)(:ﬂ 2x —i]dX:|n|X2—|-1|—|ﬂ|X|+k
x(x2+1) x24+1 x
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Integrales indefinidas

120

121

122

123

124

¢Existe alguna primitiva de la funcién f(x) = x ' que no tome ningun valor positivo
enelintervalo 1 <x < 2?

(Extremadura. Junio 2004. Repertorio A. Ejercicio 1)

Las primitivas de f(x) = x~' son: F(x) = Jx‘]dx = Ji dx =1In |x| +k
X

Por ser F(x) una funcion crecienteen (1,2) - 1 <x<2 k< Fx)<In2 +k
Para que F(x) no tome valores positivos >IN 2 + k<0 — k< —In 2.

La funcion primitiva F(x) = In |x| + k toma valores no positivos en el intervalo
[1,2] cuando k < —In 2.

X+ 1

- dx
x3 4+ x* —6x

Resuelve J

(Castilla-La Mancha. Junio 2000. Bloque 2. Pregunta A)

Jx_ﬂdxzj;_;+# o=
x>+ x? —6x 10(x—2) 6x 15(x+3)

:i|n|x—2|—i|n|x|+iln|x+3|+k
10 6 15

Resuelve j X+2 dx.

x> —4x* + 4x

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2001. Bloque 4. Pregunta A)

J X+ 2 dX:J[ 2 +L]dx:
x> —4x? 4 4x (x =27  2x—=2) 2x

i —i|n|x—2|+m+k
x—2 2 2

Calcular las siguientes integrales.
1—x
a) |(2x =1 In x dx b) —zdx
1+ 4x
(Canarias. Septiembre 2008. Bloque 2. Opcién B)

2

a)J(2X—1)|nXdX:(X2—X)|I’1X—J(X—1)dX:(X2—X)|DX—X7+X—|—/<

— In|1+ 4x°
b)J1 X X:H 1 X ]dX:arctg2x_n|+ X|+/<
14 4x7 T+ (2x)*  1+4x? 2 8
3
Calcular la integral X +1 dx.
x? 41

(Murcia. Septiembre 2008. Bloque 4. Cuestion A)

3 2 I 1 2
fx —de=J[x— X + 1 ]dX=X——M+arctgx+k
x*+1 X2 +1 X241 2 2




125 | Calcular la integral Jln_zx dx.

X
(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba A. Problema 2)

Inx 1

dex:_m_uJ%dX:____H:

x? X X X X

u:Inx—)du:idx
X

dv:idx—w:_—]
x° X

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X

Dada la funcion f(x) =
V5x* —4

(Cataluna. Septiembre 2005. Cuestion 2)

o) ) =1 L4 k=1osk=" & F=-
5 5 5

(Castilla-La Mancha. Junio 2005. Bloque 1. Pregunta B)
f"(x) =24x = f"'(x) = j24xdx =12x% + k

Como F"0)=2—>k=2—->"(xX)=12x>+2
Como f'0)=1—>k =1 f'(x) =4x> +2x +1

Como f0)=0—>k;=0—-7(x)=x*"+x>+x

de fcuya grafica pasa por el punto (1, €%).
(Andalucia. Afio 2004. Modelo 3. Opcion B. Ejercicio 2)

Uu=x—1—du=dx
adv=e‘dx »>v=e¢e"

SOLUCIONARIO 1 1

_H—Inx

X

1 10x
a) Fx)=|fd :J;d :_J—
) JX g \V5x* —4 g 10 J \/5x% — 4
(\/5)(2—4)—1—%

dx

') =12x*+2 — f(x) = j(12x2 +2dx =4x> +2x + k

+k

1

5

a) Calculalaintegral Jf(x) dx. b) Hallala primitiva F de f que cumple que F(1) = 1.

(Vx> —4) 4+«

Determina f(x) sabiendo que f"'(x) = 24x; f"(0) = 2; f(0) =1y f(0) = 0.

f’(X):4X3+2X+1—>f(X):J(4X3+2X+1)dX:X4-|-X2+X+k3

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = (x —1)e*. Calcula la primitiva
F(x) = J(X —NeXdx = (x — Ne* — Je*dx =(x—Ne —e"+k=(x—-2e"+k

F)=e> > —e4+k=e?ok=e’4+eoFx)=(x—2e +e’+e¢
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Integrales indefinidas

4

Dada la funcién f: [1, e] — R definida por f(x) = 1 + In x, calculese una funcion
primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2). X

(Castilla y Leon. Septiembre 2004. Prueba B. Problema 2)

F(X):J[i—i—lnx]deJidx+J|nxdx:|n|x|+x|n|x|—x+k
X X

u:lnx—)du:idx
X
dv=dx—v=x

F(e)=2—>1+k=2—>/<:1—>F(x):F(X):In|x|+xln|x|—x+1

Dada la funcion f: R — R definida por f(x) = Ln (1 + x%), halla la primitiva de f cuya
gréfica pasa por el origen de coordenadas (Ln denota la funcién logaritmo neperiano).

(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 2)

2
F(X):Jm(]—G—XZ)dX:XM(]—I—XZ)—J 2x ax =
f T4+ x2
U=In(0+x2) = du=—2%— dx
14 x?

av=dx ->v=x

=X|n(1+xz)—ﬂ2— 2 ]dX:xln (14+ x%) —2x + 2 arctgx + k
14 x2

FO)=0—k=0—F(x)=xIn(14 x?)—2x + 2 arctgx

Hallar una primitiva de la funcién f(x) = xe*.

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio B. Ejercicio 2)

fxe*dx = xe* — Je*dx =xe* —e* +k

U= x—du=dx
dv=e*dx - v=¢e"

X
Calcula la siguiente integral: | ———— dx
(x+1°

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 2. Pregunta A)

J X J[ 1 1 ] 1 1
dx = - ax = — + +k
(x +1° x4+ (x+ (x+10) 2417

2
Resolver J X dx .

x> —3x2—x+3

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 1)

Jz—xdx:ﬂ— 1 + > ]dx=—|n|x+1|+3|n|x+3|+k
x2+4x+3 x+1 x+3




SOLUCIONARIO 1 1

9 | Calcular la primitiva que sigue:

dx

Jx3+x2+1
x> —4

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Cuestion D)

3 2 1
dexzj
X’ —4

2
=X—+X+E|H|X—2|+i|n|x+2|+k
2 4 4

13 1 3 1
X+1+—"- +
4 x—=2 4 x+42

ax =

| |
10 | Calcule de.
x4+ 4x +3

(Galicia. Junio 2008. Bloque 3. Opcién 2)

JX—JFde:J[ 2 ]dX:2|n|X+1|—|n|x+3|+k
X+ 4x+3 X+1 x+3

In (In x
11 | Utilizando el cambio de variable t = In x, calcular f¥

dx
X In x

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 2)

Jm(mx) dx:Jm—tdt: (nt” ,, _ (nnxy

X Inx i t 2 2

t=Inx

dr = dx
X

|
12 | Dados ay b dos numeros reales, calcula la integral indefinida:

sen x
—dx
J (a+ b cos x)*

Presta atencién a las posibilidadesa=00b6 =0.

(La Rioja. Septiembre 2004. Propuesta B. Ejercicio 5)

CSiamOybeo | g T

J (a4 bcos x)? b (a+ bcosx)
«Sia=0yb=0: [_senx ax = — ! + k

J bcos? x bcosx
«Sia=0yb=0: (Se”de:—COSXij

] a a’

« aybno pueden ser 0 simultdneamente, pues no existiria la funcion
gue tenemos que integrar.
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LITERATURA Y MATEMATICAS

Los crimenes de Oxford

[En Oxford han ocurrido tres asesinatos y su autor, antes o después de
cometer cada uno, le ha enviado a un profesor de matematicas un |
simbolo. Un joven que le ayuda en la investigacion de estos sucesos
trata de descubrir el cuarto simbolo, pues piensa que conociéndolo tal
vez se pueda evitar el cuarto crimen.]

. Fui a la seccion de historia de la matematica, y segui con un dedo los

titulos en los lomos. Un libro sobresalia un poco de los demas, como
| si alguien lo hubiera consultado recientemente y no hubiera sido lo
bastante cuidadoso al volverlo a su lugar. [...] La ilustracion de la
tapa era una piramide de diez puntos envuelta en llamas. El titulo —La
hermandad de los pitagoricos— quedaba por muy poco fuera del alcance
del fuego. [...]

¢ | Fui hasta uno de los escritorios de la biblioteca y lo abri bajo la lampara. |

No tuve que pasar mas de dos o tres paginas. Alli estaba. Alli habia
estado todo el tiempo, en su simplicidad abrumadora. Las nociones
mas antiguas y elementales de la matematica, no separadas del todo
todavia de sus vestiduras misticas. La representacion de los numeros
en la doctrina pitagorica como principios arquetipicos de las potencias

divinas. El circulo era el Uno, la unidad en su perfeccion, la moénada, el ‘

. principio de todo, encerrado y completo en su propia linea. El Dos era

el simbolo de la multiplicidad, de todas las oposiciones y dualidades,
de los engendramientos. Se formaba con la interseccion de dos circulos
y la figura oval, como una almendra, encerrada en el centro, era llamada
Vesica Piscis, 1a vejiga del pez. El Tres, la triada, era la union entre dos
extremos, la posibilidad de dar orden y armonia a las diferencias. Era el
espiritu que abraza lo mortal con lo inmortal en un todo. Pero también,
el Uno era el punto, el Dos era la recta que unia dos puntos, el Tres era
el triangulo y era al mismo tiempo el plano. Uno, dos, tres, aquello era
todo, la serie no era mas que la sucesion de los nimeros naturales. Di
vuelta a la pagina para estudiar el simbolo que representaba al ntimero
Cuatro. Era la tetractis, la piramide de diez puntos que habia visto en
la tapa, el emblema y la figura sagrada de la secta. Los diez puntos
eran la suma de uno, mas dos, mas tres, mas cuatro. Representaban a
la materia y a los cuatro elementos. Los pitagoricos crefan que toda la
matematica estaba cifrada en aquel simbolo, que era a la vez el espacio
tridimensional y la musica de las esferas celestes.

GUILLERMO MARTINEZ




SOLUCIONARIO 1 2

Los crimenes de Oxford
Guillermo Martinez

La primera victima, una mujer mayor, invalida y
enferma de cancer, vivia con su Unica nieta en una
casa donde la encontré Arthur Seldom asfixiada con Los crimenes
un cojin, segn le informé después la policia. Seldom de Oxford
mantenia una relacion amistosa con las dos mujeres :

desde hacfa muchos anos y habia ido a visitarlas —le

dijo al inspector— porque en su despacho aparecié una
nota con este mensaje: «El primero de la serie», debajo,
la direccion de la casa, una hora —3 p.m.— y un circulo
negro. A los pocos dias aparecio, pegada en la puerta del
Instituto, una nota: «El segundo de la serie». Raddiffe
Hospital, 2.15 p.m., y un dibujo que podia representar
esquematicamente un pez. A esa hora, en ese hospital
fallecié un hombre de mas de noventa aros.

El profesor Seldom habia escrito un libro sobre
sucesiones de simbolos regidos por una regla logica,
en el que dedicaba un capitulo a las pautas de los crimenes en serie. Estos estudios avalaban su
hipétesis de que el asesino utiliza sus crimenes como un desafio intelectual. Pero antes de que
hubieran determinado el tercer simbolo, ocurre la tercera muerte, acompanada con dos notas.

La primera decia: «El tercero de la serie» y la segunda contenia sélo una palabra: «triangulo».
Seldom descubre que estos tres simbolos corresponden a la representacion pitagorica

de los nimeros, un hecho que también confirma, como se lee el parrafo seleccionado, el joven
matematico que le acompana. Por lo tanto, el cuarto simbolo debia de ser la tetractis. Cuando

se lo comunican al inspector, decide publicar en la primera pagina de un periodico local

la historia completa de las tres muertes con los tres simbolos, y, en las paginas interiores, una
nota del profesor sobre la tetractis. Cree que el asesino se dara cuenta de que ha sido derrotado
intelectualmente y dejara de matar. La realidad, sin embargo, pronto destruye esta esperanza,
porque a los pocos dias, un autobus con diez nifios cae desde un puente y mueren todos. Lo mas
curioso es que una persona, antes del suceso, habia dejado en el servicio de emergencia de

un hospital este mensaje: «El cuarto de la serie es la tetractis. Diez puntos en el triangulo ciego».
Con estas diez muertes acaba la «serie de Oxford». ;Quién es el asesino? ;Qué lo indujo a cometer
estos crimenes? Conocer el desenlace de la novela es el merecido premio para quienes la lean.

Considera la progresién aritmética: 1, 2, 3, 4, ... y calcula la suma de todos los
numeros naturales comprendidos entre 1y 100. ;Cé6mo podriamos sumar todos
los nimeros reales comprendidos entre 1y 100? Una interpretacion geométrica
del problema te ayudara a resolverlo.

Por ser una progresion aritmética la suma vale: vA
100 (141 =
s — n(a+a,) _ 100(1+100) — 5050 o
2 2 A
La suma de todos los nimeros reales comprendidos T i
entre 1y 100 es la suma de las infinitas alturas »

de la figura representada. Al ser un conjunto de ndmeros
no numerable, siempre existe un nimero que podemos
sumary por tanto, la suma de los nimeros reales
comprendidos en cualquier intervalo es infinita.
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Integrales definidas

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA
001 | Calculala suma de los 10 primeros términos de la progresion:
3,7,11,15,19, 23, 27,31, 35, 39, ...

n(a, +a,) _ 10(3+ 39)
2 2

Sh = =210

002 | Dada la progresion aritmética con a, = 10 — 5n, halla la suma de los 25 primeros
términos.
5 = n(ch;ran) _ 25(52115) _ 1375

003 | Determina los puntos de corte en cada caso.

a) f(x)=3x*—14 b) f(x)=3x*>+2x—6
g(x)=x g(x)=4x>+x—8
X =—1
a) 3X’ —4=x—>3x-x—-4=0— 4
X =—
3
4 4
Los puntos de corte son: (—1, —=1) y [3, 3]
b) 3X2+2X—6:4X2+X—8—>X2—x—2:O—>{X:2_1
X =
Los puntos de corte son: (—1, =5) y (2, 10).
ACTIVIDADES

001 | Representa graficamente la funcion f(x) = x* en el intervalo [—2, 2].
Toma una particién de este intervalo y calcula sus sumas inferiores y superiores.

YA

— 41

LD 2 Llx

Tomamos la particion P={-2, —1,0, 1, 2}.

4
S= M —x_)=4+1+14+4=10
i=1

4
s=Y mx—x_)=1+0+4+0+1=2
i=1



002

003

SOLUCIONARIO 1 2

Representa graficamente la funcién f(x) = v x —1 en elintervalo [4, 8].
Toma dos particiones de este intervalo y calcula sus sumas inferiores

y superiores.

YA

w

Tomamos, por ejemplo, la particion P=1{4,5, 6, 7, 8}.

Z (X — Xi_y —2+\/§+\/g+\/7
=S mx—x ) =3 +2+5 +6

i=1

en el intervalo [2, 4].

Representa graficamente la funcién f(x) =
x —1

b) Determina las sumas inferiores y superiores de cada particion.

Yi

)

a) Tomamos la particion P = {2, 3, 4}.
Una particion mas fina P, = {2; 2,5; 3; 3,5; 4}.

13
M — X)) =14+ — ==
Z G 2 2

1 1 5
Sp = Zmi(Xf = Xia) = E-I-g: g

177

ZM — X)) = —F—+—F— ==
34 5 60

4 11 1 57
=S —x )=t — b= =2L
’ ; ‘ 4 5 6 60

a) Toma dos particiones de este intervalo, siendo una mas fina que la otra.
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Integrales definidas

004 | Calcula, utilizando la férmula, la superficie Y
del tridangulo coloreado. Después, toma 4
una particion y calcula sus sumas inferiores 77
; 277
y superiores. : ///
] B-h 4.4 X
Arecg=——=——=28 1 3
2
Tomamos la particion P={1, 2, 3,4, 5}.
) =x —1

4
S:ZM/(X/_X’*W):]+2+3+4:‘|O
i=1

4
s=Y mx—x_)=0+14+2+3=6
i=1

El &rea estd comprendida entre la suma inferior, s, y la suma superior, S.

005 | Determina el valor del drea que encierran la funcién f(x) = x — 1, el eje X
ylasrectasx=1yx=3.

a) Utilizando métodos geométricos.
b) Mediante la definicién de integral definida.

YA
f(x)
14
] X
2 2
b) Tomamos una sucesidn de particiones:
{1,1+2-],1+2-2, 12 L= 3}
n n n

Sn _zﬂ:m,v(x,—x”)—i:[w 20-1) _1}.2_422”:(/._1)_ 2(n—1)
i=1 n

i=1

3
J(x—])dx: im 20 =Y

n—oo n

1

006 | Halla el valor del drea que encierran la funcion f(x) =1 — 2x, el eje X
ylasrectasx=0yx=3.

a) Utilizando métodos geométricos.
b) Mediante la definicién de integral definida.




007

SOLUCIONARIO 1 2

Yi

<v

f(x)

a) Descomponemos el area pedida en otras dos mas pequefnas: A; y A,
5

L
, 1
frea= A+ A =—2 42 13
2 2 2

b) Calculamos cada una de las dreas con la definicién de integral.

ParaAwtomamos:{O,i-—,—-—,m,i-ﬂzl}
2 n 2 n 2 n 2

1/2
A]zj el B S
s L2 4n e 2 4 4

11 5 11 5 2 1 5 n
Para A, tomamos: {—, —+—+—, —+—-—, ..., =+ —-— =3
2 2 2 n 2 2 n 2 2 n
SnZme(Xi—Xf_1)= 1—2-[i-1-5(/_1)]'i=—M
— — 2 2n 2n 4n
3
J [_M]dx i [_M] __>
12 4n n—o 4n 4
. ) 25
Como las dreas no pueden ser negativas: A, = T
1 25 13
A] + AZ = — —|— _———
4 4 2
Representa la funcién f(x) = —x? en el intervalo [—4, 4].

a) Toma una particion del intervalo y calcula sus sumas inferiores y superiores.
;Qué signo tienen?

b) ;Representan una aproximacién al area comprendida entre la funcidny el eje X
en ese intervalo?
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Integrales definidas

YA

N

b) Yi

Las sumas inferior y superior tomadas en positivo representan
una aproximacion por defecto y por exceso respectivamente del drea
en ese intervalo. Cuanto mas fina sea la particion mejor serd la aproximacion.

|
008 | ;Coémo calcularias el area de la zona coloreada?

<Yy

w

Yy

Geométricamente es un trapecio de bases 1y 3,y altura 2, por tanto su area es:
] 1+ 3
Area = Sl 2=4

2

Mediante la integral definida, teniendo en cuenta que es una funcion negativa,
el resultado serd negativo.
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SOLUCIONARIO

f(x)=—x
= s 2011 2
sn—;m,(x,-fx,-_w)— /1[1 - ]-n_
:i[_z_ 4(/—1)]:_2_ 2(n—1)
i=1 n n’ n
3
J —xdx = //'m[—2—2(n_])]:4 — Area=4
1 e n

009 | Utiliza las propiedades de las integrales definidas para calcular esta integral:

3
J (4x —2) dx

0

3 3 3
J(4X_2)dX:J4XdX_J 2.dx
0 0 0

3
N J 4x dx = /fm[m(”_”]:m

n—oo n

n n

3
s’n:Zm,(x,—x,_]):ZZ3:6—>J4xdx: Iim6==6

= = n 0 N

3 3 3
J(4x—2)dx—J4xdx—J2dx—18—6—12

0 0 0

010 | Usa las propiedades de las integrales definidas para justificar la siguiente

desigualdad: s s
J xdx < J x%dx
1 1

Como x y x? son funciones continuas en el intervalo (1, 5) y x < x* en dicho
intervalo se tiene que:

5 5
dengxzdx
1 1

011 | Aplica el teorema del valor medio a la funcion f(x) = 4 — x? en el intervalo [0, 2].
Calcula dicho valor medio e interpreta geométricamente el resultado.

n i2 n
.222[8_8’ ]:8_8 p
3 3

n =1 n n

n n H 2
Sy = ZM/'(X/ — Xj_1) = 2[4 - [21]

i=1 n
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012

n
Vamos a calculary i

i=1

Paran:162i2:1 Paran:4ez/‘2:3o
i=1 i=1

Paran=2->» i’=5 Paran=5-—> > =55
pa pu

Paran=3—> I’=14 Paran=6— Y i* =91
=1 —

i=1

n
Calcular Z/’Z equivale a encontrar el término general, a,, de la sucesion

i=1

{1,5,14,30,55,91, ...}
5-1=4 14-5=9 30-14=16 55-30=25 91-55=36

Como la diferencia entre términos consecutivos no es constante no es
una progresion aritmética (polinomio de grado 1).

Continuamos haciendo diferencias sucesivas.
1 5 14 30 55 91

4 9 16 25 36 — No es un polinomio de grado 1.
5 7 9 11 — No es un polinomio de grado 2.
2 2 2 — Es un polinomio de grado 3.

El término general serd de la forma: an® + bn” + cn + d. Sustituyendo
para los distintos valores de n obtenemos un sistema de ecuaciones:

a+b+c+d=1

8a+4b+2c+d=>5 1 1 1

—-d=—b=—,c=—,d=0
27a+9b+3c+d=14 3 2 6
64a+16b+4c+d =30
n 3 2
Zizzin“rinz—kin: 2 +3n"+n
— 3 2 6 6

n 3 2
snzg_iz,ﬂzg_i.w—”"'”
n® = n® 6

2 3 2
Jm_xzmxz,,m s 8 2t3adn) . 8 16
0 n—oo n3 6 3 3
2

16 2N 3
J(4—x2)dx:f(c) 2> —=1(c)-2 f(c):—%4—c2:——>c:—\/_
0

Halla el valor medio integral de la funcion f(x) = x — x? en el intervalo [0, 1]
y el punto donde se alcanza dicho valor medio.

n n n’ 5 n S

S, = anMf(Xf = Xi1) = z{l - [/]2




013

014

015

016

SOLUCIONARIO 1 2

J1(X—x2)dx://’m n(n+1)_2n3+3n2+n i_iz_
0 n—oo 2n2 6n3
_|_
1 . : — 2 5ce[0,1]
J(X—XZ)dX:f(C)-1—>—:f(C)—)C—c2:—_) 2
0 6 6 ’
—>C§Z [0,1]
2
1+,
— = T3 y su valor medio es f(c) = —

Determina la expresion de la funcién integral, o funcion érea, de f(x) = x*> — 4
en el intervalo [0, 5].

X

Sin hallar la integral, calcula la derivada de A(x) = J 4t2 dt .

0

Por ser continua la funcion aplicando el teorema fundamental del célculo integral,
la derivada es: A'(x) = 4x?

Determina [F(x)]z , sabiendo que F(x) es una primitiva de la siguiente funcion:

f(x)=—x*—=2

3

—2x+k

Calcula el valor del parametro a, sabiendo que:

X

=e+1
ax —1},

€ —L:e+1—>a:2
a—1 —1
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017 | Resuelve estas integrales definidas.

2 e
a) | (2x* —4x+3)dx b | — X dx
-2 o x2 +1
2 2
X4
a)J (2x3—4x+3)dx:7—2x2—|—3x =14-2=12
-2 -2
b)J = dx:{_glnx“ﬂ] = e +1]—0=inle +1
o X1 2 . 2 2
018 | Calcula las integrales definidas.
w 4
a) J(Z sen x —4x) dx b) J x—22 dx
0 1 X

a)f (2senx — 4x) dx = [—2 COSX — 2x2];‘ = (2-2n%) = (=2) = 4 — 21?
0

4
b)J X2 =
1 X

019 | Calcula, utilizando integrales, primero, y aplicando la férmula del area del tridngulo,

4

|nx+2] :|r14+i—2:|n4—i
X 2 2

1

después, el drea comprendida entre la funcion y = —ix + 3 ylos ejes
de coordenadas. 2
Calculamos los cortes de la recta Y4
conlos ejes (0,3)y (2,0).
Geométricamente: A = beh _23 3 L 3
2 y = —?x +3

Area de la funcion:
=

J [_X + 3]dx =
o\ 2

020 | Halla, mediante integrales, el area del tridngulo determinado por los puntos (0, 6),
(2,0)y(7,0).

Aplica la férmula del drea de un tridngulo para Y
comprobar que el resultado es el mismo.

2

_—3)(2 + 3x
4

—3_.0=3 + + ]: ¥ + + :X

0

Para calcular el drea pedida, 6

la hallamos mediante la diferencia

del drea del triangulo que determinan

los puntos (0, 0) (0, 6) y (7, 0), menos

el drea del tridngulo que determinan S A
los puntos (0, 0) (0, 6) y (2, 0).



SOLUCIONARIO 1 2

7 2
A:J [_—6X+6]dX—J (=3x+6)dx =
0 / 0
_3 , 7 _3 , 2
=|—x"+6x| —|—x"+6x| =21-6=15
/ 0 2 0
Area del tridngulo:
A b-h _ (7-2)-6 _ 15
2 2
|
021 | Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = 6x — x?
yg(x) =x*— 2x.
Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.
f(X)—g(x):O—>(6x—X2)—(x2—2x):O—>—2x2+8x:O—>{§f2
! ! 2] 64
A= J (f(x) — g(x)) dx | = J (8x —2x%)dx | = \4x2 S )
0 0 3 0 3
|
022 | Halla el area de la region que delimitan las gréficas de las funciones y = x> — 2x
ey=—x2
Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.
x=0
fX)—gx)=0—=(x=2x) = (—x) =0 X+ x> =2x =0 > {x =1
X =-=2
0 1
A= J (X3 4+ x?2 = 2x)dx |+ J (X3 4+ x2=2x)dx | =
-2 0
0 1
x* X XX 8 |-5| 37
=||l—+=—- |+ ==X | ==+ ==
4 3 , 4 3 Jo3 Il
|
023 | Determina el volumen del cuerpo de revolucidon engendrado por la funcién
f(x)= 2X2_1 en el intervalo l 4| al girar alrededor del eje X.
2
N 1) ¢ 3 2 4
,_ J ﬁ[ﬂ 1] " :ﬁj [Xz_x+i]dx N Pl
1/2 2 12 4 3 2 4 1/2
‘ 43 343
= NnN|— ——| = —T
3 24 24
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024 | Halla el volumen del cuerpo de revolucién engendrado por la funcién

2
—2
f(x)=,| X 5 en el intervalo
3 7 2
V= J x|, |2 2 dx|=m=
3/2 2

al girar alrededor del eje X.

3 3
2

3 5 3 3
J [X_1]dx N ESR
3/2 2 6 3/2
IR
2 16 16

025 | Utilizando areas de rectangulos, demuestra que la integral definida de la funcion
f(x) =x+3 en el intervalo [0, b] es:

b
b2
(x+3)dx=—+3b
0 2
Comprueba que el resultado anterior coincide con el calculo del area que se obtiene
aplicando las férmulas de la geometria.

Yi

b+3t-------; f(x)

b , )
J(X+3)d><: //‘m[b(n—w+3b]:b2+3b

0 n—oo 2n

2
Area del trapecio = (8 —;b)h _(b+3+36 _ b2 +3b

2

026 | Utilizando la interpretacién geométrica de la integral definida, justifica los resultados
de las siguientes integrales.

b b b2
a)Jkdx:kb b)dex:
0 0 2
Y
a) Eseldreade un rectdngulo T
de base by altura k. y=k




SOLUCIONARIO 1 2

b) Eseldreade un tridangulo b
de base by altura b.

|
027 | Comprueba que, para cualquier nimero natural n, se verifica:

nn+102n+1)
6

Utilizando la definicién, halla la integral de la funcién f(x) = x? en el intervalo [0, b],
e interpreta geométricamente el resultado.

P4+224324+42+...+n=

n
Vamos a calcularZiz:

i=1

Paran=1—>2/2=1 Paran:4—>z/‘2:30
pa i=

Paran:2—>2i2:5 Paran:5—>2/2:55
=1 i=1

Paran=3—>> i’=14 Paran=6—Y i =91

i=1 i=1

n
Calcular Z/’Z equivale a encontrar el término general, a,, de la sucesion
i=1

{1,5,14,30,55,91, ...}
5—1=4 14-5=9 30—14=16 55—-30=25 91-55=36
Como la diferencia entre términos consecutivos no es constante no es
una progresion aritmética (polinomio de grado 1).
Continuamos haciendo diferencias sucesivas.
1 5 14 30 55 91
4 9 16 25 36 — No es un polinomio de grado 1.
5 7 9 11 — No es un polinomio de grado 2.
2 2 2 — Es un polinomio de grado 1.
El término general serd de la forma: an® + bn? + cn + d. Sustituyendo para
los distintos valores de n obtenemos un sistema de ecuaciones:
a+b+c+d=1
8a+4b+2c+d=>5 . _ 1
27a+9b+3c+d =14 3
64a+16b+ 4c+d = 30

n 3 2
2/2:ln3+inz+in: 2’ +3n°+n _ n(n+N2n+1)
i=1 3 6 6 6

b
J dx = fim [b3 nn=n@n-n)_ b
0 n—0 6n° 3
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028 | Dibuja las gréficas de las siguientes funciones, y razona por qué la integral definida
de cada una en el intervalo [—a, d] es nula.

a) f(x)= x3 b) g(x) = sen x

a) Y4

En ambos casos son funciones impares, por lo que el drea de la region
correspondiente al intervalo [0, g, es igual que la del intervalo [—a, 0],
pero la funcidn toma signo contrario, por lo que un &rea anula a la otra.

029 | Calcula laintegral definida a partir de su significado geométrico.

J Vr?2 —x? dx
0

La funcién es la semicircunferencia de radio r, por lo que la integral es el &rea
del semicirculo de radio r.

r
2
s
J\/rz—xz dx =
0

2
|
030 | Las siguientes figuras muestran las gréficas de las funciones f, g y h.
Y Y4
4 fi(x)
R
g(x)
> =2 4 )?
—4 4 X
YA
5 h(x)
-2 X
3
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SOLUCIONARIO 1 2

Calcula:

4 4 3
a) J f(x) dx b) J g(x) dx Q) J h(x) dx
—4 -2 -2

a) Geométricamente es el area de dos triangulos con misma base y altura.
4.4
2. =16
2

4 0 4
J f(X)dx:J —xdx+fxdx:£+£:16
—4 —4 0 2 2

b) Geométricamente es el drea de un trapecio de bases 6y 2,y altura 2.

o6+2 5 _g4
2

J g(x)dX:J (X+2)dX+J2dX+J (4—x)dx=2+4+2=28

-2 -2 0 2

c) Geométricamente es la diferencia del drea de dos tridngulos.

2 2 2

’ ’ ] ’ 2.2 3.3 5
J h(x)dx=J (x—1)dx=f (X—1)dX+J(X—1)dX=;—;=——
5 ) - . 2 2 2

Considere la funcién y = f(x) definida para x € [0, 5] que aparece dibujada
en la figura.

YA

<Y

3
Calcule J f(x) dx

0

(Cataluna. Ano 2006. Serie 3. Cuestion 2)

Geomeétricamente es el drea de un trapecio de bases 3y 1,y altura 2: % -2=4

3
J f(x)dx = 4

0
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032 | Aplicando las propiedades de la integral definida, calcula:

4 2
a) J(Z—i-x)dx Q J(x2—3x+5)dx

0 0

2 1
b) J x? dx d) J \x‘dx
-3 -1

2
a) Sn:ZM/(X/—X/—w):ZZZ224:4%J2d)<:4
i=1 n i

n

. 2
S,n:ZMi(Xi_X/W)ZZi’Zzzn(n—i_])_)JXdX: fim 20004

i— n nz 0 n—oo n2

2 2 2
J(2+X)dX:J2dX+JXdX:4+2:6

0 0 0

n n )2 n H P2
b) SH:E/\/I,(X,—XM):Z[—S—FS/] ~5:5-E[9—30/+ 252 ]:
i=1

i=1 n n n = n n

n n 3 2
:5.[%_3()'2%252/2]:45_ 150n(n+1) | 125@n° +3n" + )
n n = n’ = 2n 6n°

2 3 2
Q) J W2 dx = //'m[45— 150n(n+1) n 125(2n° + 3n +n)]_
-3

n—o 2n 6n°
4 150, 250 _ 35
2 6 3
n n(2iY 2 2 IN47 82n° +3n7 +n)
Sn:ZM/(X/—XM):Z[] =) 5= .
o =1\ n n n = on 6n
2
23 2
%szdx://még(n t3m+n _ 8
0 n—e 6n° 3

g :ZMf(Xf—X~>=Z[2’]~2=2. 2 _ 204D

2
_>dex: //mw:2

2
%JSdX: lim10 =10

n—oo

2 2 2 2
J(x2—3x—|—5)dx:szdx—Bdex+JSdX:2—3-24—10:2;

0 0 0
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SOLUCIONARIO 1 2

= a i 1 LA} nin4+1
d) So=) Mx—x)= [—1+—]-—=—1+ —=-1+——
; 1 ; n) n = n’ 2n?
0
—>J xdx = //m[—H—M]:—i
R n—e 2n’ 2
, < LI o nin+1
Sn: M,’(X,—X,i): —_—— = R
; = 2n’
1
—>dex= /,.m[_n(n+1)]:i
0 nowl - 2n? 2
1 0 1 0 1 1 1
J |x|dx:f —xdx—i—dex:—J XC/X+JXdX=—[——]—|——=1
=1 —1 0 -1 0 2 2
Halla la integral de la siguiente funciéon en el intervalo [—3, 3].
f(x):«[_4x s!xgo
x six>0
- - 3| 3 9 . In(n+1)
Sp=) Mx;i—xi) = [—3+—]'—:—9+— [=—-9 4+ ———
; W ; n) n nZ; 2n?
0
—>j xdx = //‘m[—9+w]:—2
5 n—re 2n? 2
L N3] 3 9. 9(n+)
Sh = M —xi) = [—J-—z— ="
; 1 ; n) n nZ; 2’
3
_)dexzﬁm[—9”(”+1)]:2
0 nsel o 2n? 2

3

3 0 3 0
J f(X)dX:J —4xdx+deX:—4J XdX+JXdX:—4'[—2]+2:£
-3 -3 0 -3 0 2 2 2

Calcula la integral de la funcién en el intervalo [—2, 1].
x+3 six<0

f(x) =
L0 {x2+3 six >0
1 1 200 2 4 IS, 4n(n+1)
S =) Mxi —xi) = [—2+—]~—=—4+— j=—44+ —"
; 1 ; n) n nZ; 2n?
0
—>J xdx://m[—4+w]:—2
> n—oo on?
n n 2 l’16 0
So= > M —x_)=>3-== —=6—>J 3dx = lm6=6
i=1 i=1 n /=1n 2 n—o
2
n ol 1 T K2 2m* +3n*+n)
Sh= ) Mxi—xi_y) = [— —_,—=—y — =
; ] ;n n n ‘= 6n°
1
ﬁfxzdxz,,mwzi
0 n—eo 6n° 3
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n n i

Sh= ZM/(X/‘ — Xiq) = 23'

1
=3— | 3dx=3
i=1 i=1 n ‘/;

1

1 0
J f(x)dx:J (X+3)dX+J(x2+3)dx:
-2 -2 0

0 0 1 1
:J xdx+J 3dx+Jx2dx+J3dx:—2+6+;+3:232
- )

0 0

1
1 dx
035 | Demostrar que — < T
2 o 11+ X

1 1
" <1 yson continuas en [O,]]a‘[ o SJ x_ 1
T+ x2 2 o 14+ x? 0 2 2

XZ
036 | Comprueba que a la funcion f(x) = _a € le puede aplicar el teorema del valor

medio para el calculo integral en el intervalo [—1, 1], y héllalo.

La funcion f(x) es continua en toda la recta real menos en los puntos x = 2
y x = —2, por lo que es continua en el intervalo [—1, 1]. Y por tanto, podemos
aplicar el teorema del valor medio del calculo integral.

1 g 1
J > 4dX:[X+|ﬂ‘X—2‘—|n‘X+2H1:
_1X - B

:H—In—1—|n3+1—|n—3+|m:2+|n;

1
037 | Dadala funcion f(x) = ;x +2:

a) Calcula el valor medio de la funcién en el intervalo [0, 4].
b) Explica el significado geométrico del valor obtenido.
¢) Determina el punto donde la funcién alcanza el valor medio.

a) J[]X—I—2]dX:
ol 2

b) Y

N

5 4
] 12
X7—|—2X SR S R P

<=3
o 4 4

Xy
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SOLUCIONARIO 1 2

El drea del recinto que se determina entre f(x) y el eje X en el intervalo [0, 4],
un trapecio de bases 4 y 2 y altura 4, equivale a la de un rectdngulo de base
la amplitud del intervalo que es 4, y altura el valor medio calculado f(c) = 3.

c) f(c)=3—>%x—|—2=3—>x:2

Halla el valor medio de la funcién f(x) = x cos x en el intervalo
geométricamente esa cantidad.

, € interpreta

0, ~
4

™

J4xcosxdx:[xgenx+cogxﬁ:1.£+£_]
0 0 4 2 )
m N2 N
El valor medio es: f(c) = 4 2 2 _ J2 -I-i 2 _1]
s 2 m| 2
4
Yi
11
f(x)
7]
i _
X X
4

El drea entre la curvay el eje X en el intervalo dado es igual al area del rectangulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

Obtén el valor medio de la funciéon f(x) = v2x —1 en el intervalo [5, 13] y el punto
donde se alcanza dicho valor medio. Interpreta geométricamente los resultados.

13 13
J J2x—1dx = %\/(2x—1)3] _15 5B
5

.3 3
€%
El valor medio es f(¢) = 3 .9 ysealcanzaenel puntov2x —1 = %
8 12
2401 2.545
144 288
YA
; o
1l 2 X

El drea entre la curvay el eje X en el intervalo dado es igual al drea del rectdngulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).
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040 | Halla el valor medio de la funcién f(x) = xe* en el intervalo [0, 4], e interpreta
geométricamente el resultado. Razona si alcanza el valor medio en ese intervalo.
e
0

4
J xe* dx =
0 2
e'® 1

f0)=0<f(0) = — — — < f(4) = 4e'
2 4

4
XZ

. ] . el6 ]
= el 5 — Elvalor medioes: f(¢) = — — —

2 4

16 1

Por ser una funcion continua existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) = % -
4

El drea entre la curva y el eje X en el intervalo dado es igual al drea del rectangulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

041 | Calcula el valor medio de la funcion f(x) = (2x + 2)e?* en el intervalo [0, 1],
e interprétalo graficamente.

1
e2x X—‘ri
2

0

2 — ’ —1
- 362 — El valor medio es: f(c) = 362

1
J (2x + 2)e* dx =

0

El 4rea entre la curva y el eje X en el intervalo dado es igual al drea del rectdngulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

042 | Halla el valor medio integral de la funcién f(x) = a + b cos x en el intervalo [—, ]
y el punto o los puntos donde alcanza dicho valor.

J (a+bcosx)dx = [ax + bsenx] = 2aw — Elvalor medio es: f(c) = a

f()=a—a+bcosc=a

™
c=—

e Sib=0—cosc=0— 2
I
C=——
2

« Sib =0 — ¢ puede ser cualquier punto del intervalo (—x, T).

—1 2
043 | Sea f:[—2,2] C R — R continua en [—2, 2] tal que J f(t) dt = J f(t) dt,

-2 1
ise puede asegurar que existen by c pertenecientesa[—2, 2] talesque b < 1,c > 1

y f(b) = f(c)? Justifica la respuesta.

Por ser una funcion continua en [—2, 2] podemos aplicar el teorema del valor me-
dio para el célculo integral a cada uno de los dos intervalos.
-1
Existe b € [-2, —1] tal que J f(t)dt = f(b) (—=1—(=2)) = f(b)
2

Existe c € [1, 2] tal que J f(t)dt = f(c)(—=1—(=2)) = f(c)

1

-1 2
Deducimos entonces que: f(b) = J f(t)dt = J f(t)dt = f(c)

-2



044

045
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SOLUCIONARIO 1 2

Aplica el teorema fundamental del calculo integral a las funciones
en el intervalo [0, a]:

a) f(x)=x+5 b) f(x)=x* -3
) ’ ' X +10x
a) A(X):J(f+5)dX:deX+J5dX=T%A’(X)=X+5:f(X)
0 0 0

b) A(x):J (t2—3)dX:Jt2dx—J 3dX=H—)A'(X)=X2—3:f(X)

0 0 0 3

X

Calcula la derivada de la funcion F(x) = J te”” dt en el punto x = 3.
0

Por ser f(x) = xe*" continua podemos aplicar el teorema fundamental del célculo
integral: F'(x) = f(x) = xe* — F/(3) = 3¢°

X

Dada F(x) = J t sen t dt, estudiar si x = w es una raiz de F'(x).
1

(Aragon. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)
Por ser la funcion f(x) = xsenx continua podemos aplicar el teorema

fundamental del calculo integral F'(x) = f(x) = xsenx — F'(x) = 0.
Es decir, x = wes raizde F'(x).

X

Sea F(x) = J sen t* dt . Calcula la segunda derivada de la funcion F.
0

(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 3. Pregunta 2)

Por ser f(x) = senx” una funcién continua aplicamos el teorema fundamental
del célculo integral: F'(x) = f(x) = senx? — F"(x) = f'(x) = 2xcos x*

X
., sent - - -
Sea la funcién F(x) = J dt definida para x > 1. Halla sus maximos y minimos
relativos. ot

(La Rioja. Junio 2005. Propuesta A. Ejercicio 4)

nx

se . ) -
Por ser f(x) = continua en x > 1 calculamos la derivada de la funcién
X

aplicando el teorema fundamental del célculo integral.

F'(x)=f(x) = X, F(x)=0— N _ 0 x=nm paraneZ
X X

" , XCOSX — senx

Filx) = fix) = 222280
X
cosn L < 0 sinpar = maximo
- F(nm) = 200 — 4w
nw

—1 - .
—<0 sin Impar — Mminimo
nm
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Integrales definidas

X

049 | Dada la funcién F(x) = J e dt, itiene F(x) puntos de inflexion?
0
Justifica la respuesta.

Por ser f(x) = e continua en la recta real, aplicamos el teorema fundamental
del célculo integral.

Fx)=flx)=e™ = F'(x)=f(x) = —2xe™"

F'ix)=0— -2x =0 x=0

Tiene un punto de inflexion en x = 0.

050 | Calcula la derivada de esta funcion:

2x
F(x) =J (t+t2) dt
1

X

2x X
F(X)ZJ (t+t2)dr:J (2u+(2u)2)2du:J (4u 4+ 8u?) du

1 1/2 172

t=2u—dt=2du
r=1—>u=i

2
[=2x—>u=x

— f(u) = 4u + 8u? es una funcion continua y, por tanto, podemos aplicar
el teorema del fundamental del célculo integral.

2x
F(x) = J (t+t3)dt = F'(x) = f(x) = 4x + 8x*

1

Otra forma de hacerlo es:

2x
= J (t+ ) dt = F0) = (20 + X)) - (20) = (2 + 4x?) -2 = 4x + 82

1

051 | Demuestra que la regla de Barrow se puede aplicar a la funcién:

1
f(x) = 5
94+ x

en el intervalo [0, 2] y aplicala. Interpreta geométricamente el resultado obtenido.

Por ser f(x) continua en [0, 2] y ser F(x) = 9¢1rctgi una primitiva de f(x) podemos
aplicar la Regla de Barrow: 3

2 : 2 YA
J ax =
0 9+ x?

1t = ——

9arctgxl = 907rctgg
3 3

0

Geométricamente es el drea de la region limitada por la curva, el eje X'y las rectas
verticalesx =0y x = 2.
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SOLUCIONARIO 1 2

Comprueba que se puede aplicar la regla de Barrow para calcular la siguiente
integral, y halla su valor.

Por ser f{x) continua en [0,5; 1], podemos aplicar la Regla de Barrow siempre
que exista una primitiva de la funcion:

1

‘I X e 1 1 l —_—
J ¢ wzj m:J-—¥L+—iw=
0s € —1 f S =1 o 2lt—=1 41
e =t—=efdt=dt

x=0,5—>t:\/;

x=1->t=e
1

= 3[In|t—1|—|n|t+1|r@ = %(In|e—1|—|n|e+1|—|n|\/;—1|+ln|\/§+1|) =
e +1) (e +17

(e+1)<J€—n 2n (e+1)
1
J 28 dx:i[lnex—ﬂ—ln
05 €7 —1 2

2(In|e—1|—|n|e—|—1| <|n|\/;—1|—|n|\/7+1|)—5|n

=—|n
2

e +17

(e+1)

Calcula las siguientes integrales definidas.

5
a) J (24 4x3) dx

7

| —_
<
|
N~
53

/4
sen 2x dx

IS

b)

ﬁ\w

0

|
JN_+fﬂm K

El

cos? x dx

N

~
)
x
|
I
o
N
S
3
w
8
>
S3

&
.

N
5

>
S

%ﬁb%

5
x

N
<

o

3 /2
f) (2* + N 2x ) dx n) J X sen 2x dx
24 1 _I 2(/4
9) [———Jw A) | tg x dx
,lx o x? 0
3 1/2
mf|ﬂ—4m mj X dx
4 o V1—x*
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Integrales definidas

5
a) J 2+ 4x%) dx = [2x+x4f = 635—3 = 632

1
/4
:0_[_1J:1
. 2) 2
3 2 ’
13/X4+§2/X3 _
1

35/974—18]—[ j] 9f+195

/4
b)J sen2xdx = —icos2x

0

9
J(é/;—kx/;)dx:
1

1 1
e) J(2e*—4x2)dx: ZeX—ix3 _2e—i—2_2 _ 10
0 3 3 3
3
f) J(2X+\/2x)dX:2X|n2+ \/2)( =@8In2+2v6) - [4In2+j}=
2
:4|n2+2f—§
4 4
1 1 1 1
9) J[—]dx— In|x \+ [In4+]—[|n2+]:|n2—
WX X X 4 2 4
3 —2 2 3
h) J x2—4dx:j (x2—4)dx—|—J (4—x2)dx+J(X2—4)dx:
—4 —4 -2 2
e - PSR 'S 2 327
:——4)( + 44X —— +|——4x| =—+—+—
. I R
1 21 (3 5
X—2dx—J (2—x)dx:2x—x— _[+]_4
! 2, 2 2

x—6\/7

X

=(12—-6)=6

RERE
. 2 2

sen2x
4

cos’xdx = ——i—

Inx? dx— 2X—{—X|I’1X] (—2e+2e+2)=2

/2
wsendxdy — | €0 2X  Xcos2x T
4 2 4 4
tgxdx = In‘cost = —In\/E—O =Inv2

1/2

3
[ 3
).
],
j "o = 31" 30| = 3¢7 4 3
a8
a8
Jh

1 2
—arcsenx
2

1 1 1 1
= |—arcsen— — 0| = —arcsen—
2 4 2 4

J—

744



054

055

056

057

058

SOLUCIONARIO 1 2

10

Calcula el valor de la integral: J (x —2)"* dx
3

(Extremadura. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 2)

10 10
J (x —2)"dx = i(x—Z)“/3 :[12—3]:£
3 4 3 4 4
4 —2x? V2
Sea f(x) = ————. Calculese J f(x)In x dx.
X 1

(Castilla y Leon. Septiembre 2006. Prueba B. Problema 2)

64 2x° v 4
J _—Xlnxdx :J [—Inx—len x]dx =
1 X 1AX

V2

2
2Inzx—lenx+x7]

:N#JE—sz5+%

1

Sea la funcion con valores reales f(x) = xV 4 — x* (se considera solo la raiz positiva).
1

Calcula: J f(x) dx
—1

(Asturias. Septiembre 2005. Bloque 5)

1
J N4 —x2dx = i\/(4 —x%)?
-1

3

RN

1
Calcular: J e (2x —1) dx

0
(Galicia. Septiembre 2008. Bloque 3. Opcion 1)
1

J e*(2x — 1) dx T [(2)( — 1)eX]:) — J 2e¥dx = [e*(2x — 3)]

0 0

=(—e+3)=3—¢

1
0

U=2x—-1—du=2dx
dv=e"dx—>v=e*

us

Calcula la integral definida J e*sen x dx .
0

(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 2. Pregunta B)

J e*senxdx T [e*senx]: - j

s 0

™
e‘cosxdx = [e*senx — eXcosx]O — J e*senxdx

0 0 0

U= senx— du=cos x dx U= Cos x — du=—sen x dx
dv=e"dx —v=r¢e" dv=e"dx—>v=¢e

™
™
ZJ e'senxdx = [exsenx - eXcosx]O

0
I

e*senx — e*cos x
2

™
- J e*senxdx =

0

o 2 2
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059

060

061

062

063

746

1
Calcule la integral siguiente: | = J (x> =T e dx
0

(Murcia. Junio 2006. Bloque 4. Cuestion A)

%e—U] _|_J Xe_ZXdX T

0 0

1
(x? —1e ¥dx =
Jmees

0

u=x>—1-=du=2xdx U=x—du=dx

dv=e2dx —v= %e*“ dv=edx >v= _T]e*“

— 2_ - 1 ]
=D o +7Xe‘2xl +J L=

2 0 02
1
ey = =L
0 462 4
/3
Sea la funcion f(x) = _ X Caleula: J f(x) dx
2 —cos x 0

(Asturias. Junio 2005. Bloque 6)

/3
J ﬂdX:[lnp—cosx”w3 :Ini
0 2—Cosx 0 2

!
Calcular el valor de laintegral: | = f xe* dx
0

(Murcia. Junio 2005. Bloque 4. Cuestion 2)

1 1
J xe*dx = [xex]é — j efdx = [ex(x — 1)]1 =0—(=17)=1
0 0

U= x—du=dx

dv=e*dx »>v=e¢e"

2
Calcula J x| x| dx.
-1

(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta B. Ejercicio 3)

2 0 2
J x-|x|dx=f —xzdx—i-szdx:
- —1 0

Halla las siguientes integrales definidas de funciones racionales.

X

3 0 3
P + P
3 ]_1 3

3 5 1
a) 3 dx Q) X+3dx e)
L X+2 , x—1 LxP+2

3 1 3
b)J 2X gy d)f LN f)J—
0 X241 o X0 +1 , x(x+1)

b

4o

|-
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065

066

SOLUCIONARIO 1 2

J >k = [3n|x + 2] = BIn5-3In3) =3I >
X+ 2 ! 3

x=[ln|x2+1”3 =1In10—InT=1In10
0

o [
5
J dx_J[H— 4 de:[x+4|n|x—1”5=
5 x—1 , X —1 2

=54+4In4—-2—-4In1=3+4In4

™ ™
dx_arctgx =——-0=—
9 [ Foe=loeed =3 0=
J dx = 1 arctg X 11 _ ] arctg\E— 1 arctg— =
L +2 NP NG 2 2
_ T, T _T
4 4 2

3 3
0 J;dx:f[i— 1 ]:[In|x|—ln|x—|—1|r:
L x(x 4+ 1) Ax x4 !

:|n3—|n4—|n1+|n2:|n%

2
Calcular: L
. X7+ 2x

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 1)

" 2 212) il inps2l]
J—dX:J_Jr— ]: nix|  Injx+ _
L X2+ 2x Ax X+ 2 2 2 :
_In2—|n4_|n1—|n3_i|ni
2 2 2
" x4
Calcule la siguiente integral: dx
o X' —4

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 4. Cuestion A)

1 1
Jx 14 _J[H 5/4 +—5/4]dX:

5,1
=14+—=In—
4 3

1

%+ 2inlx — 2| = 2injx + 2|
4 4

0

2
2
- . - x°+1
Calcular el valor de la siguiente integral definida: J ﬁ dx
x(x +
(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque D. Cuestion D) !

2 2
J x+1d_”+i+
L x(x+1) . X X+

dx—[x+|n|x| 2Ir1|x—i—1”2 = H—Iné
! 9
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3

067 | Sealafuncién f(x) =

1
. ,calculaj f(x) dx.
x-—4 -

1 3 1
J 3 dx:J [3x+ 6 . ° ]:
Lo x'—4 . X—2 x+2

5 1
=3i+6|n\x—2\+6|n\x+2\ =2 1 6n3—>—6In3=0
2 L2 2
x4
068 | Calcularlaintegral: | ————— dx
0 XX+ 3x+2

1 3 1
dex:J[x3+ 1 + 6 ]dX:
0 XX+ 3x+2 0 X+1  x+2

1
:\X;—Bx+|nx+1+6lnx+2} :_35+6|n3—5|n2

0

, L ’ 1
069 | Sea a un numero positivo menor que 4. Calcula: J dx

x3 —4x* —25x + 100

J” 1 dX_JG[1/1o+—1/9+1/9o]dX_
. X —4x? —25x 4100 s \x—=5  x—4  x+5

:l1|nx—5+]|nx+5—1lnx—4] =
10 90 9 .

:iln\a—SH—iln\aﬁ—5\—i|n\a—4\—
10 90 9

—iln\—a—S\—iln\—cH—5\+i|n\—a—4\
10 90 9

070 | Halla los valores de b para que se cumpla:

b 2
a)j(x+x2)dx:0 c)j (44+bx)dx =2
-2

0

0 3
b)Jx2—1dx:232 d)J(b+x2)dx:12

b

b
a) J (x 4+ x?)dx =

0

2 3 2
eb—+b—:O+b—(3+2b)=O—> 3
2 3 6 b=——
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SOLUCIONARIO 1 2

b) « Sib< —1:
0 -1 0
J|x2—1|dx:J (x2—1)dx+J (1—x?)dx =
b b -1
X3 - | 4 b
=——x| +|x——| =———+b
3, 3/, 3 3
3
J|x2—1|dx_ 2 Y 2 by 3ht18=0b=—3
3 3 3 3
« Si—1<b<0:
0 310 3
J|X2—1|d J T—x)dx = x— 2 :b——b
, 3], 3
3
j|x2—1|dx—2 b 2 om0
3 3 3
— No tiene solucién en el intervalo (—1, 0].
2 ) 2
c) J (4+bx)dx = +4x| =2b+8-—-20+8=16=2
—2 )

No existe ningun valor de b que lo cumpla.

3 3

d) J (b+x7)dx =

0

3
bX-i—X—]
3

0 0

2 X3
SeaI:f — dx.

0 \/1+X2

a) Expresalaplicando el cambio de variable t =1 + x2
b) Calcula el valordel.

(Andalucia. Junio 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

3 e 5

) | or) 57
o N1+ x° f 2\/7
=14 x> = dt =2x dx

x=0->t=1
X=2—>t=5

T (Ve Je NG )
b>ﬁﬁdf:ﬁ[7‘ﬁ]df:l 3 W R

8
SeaI:J;dx.

3 \/1+X —1

a) Exprésala aplicando el cambio de variable \/1+ x —1="t.
b) Calculal.

(Andalucia. Septiembre 2005. Opcion B. Ejercicio 2)

:3b+9—>f (b+x")dx=12—-3b+9=12—>b=
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073

074

075

076

8 2
1 2+
a) —dx=j dt
J3\/]+X—1 ? 1 t

t=Vl+x —1=dt= X
2T+ x
x=3->t=1

X=8—>t=2

5 2
b)f 2t +1) dt:J[2+£]dt:[2t+2ln|tl]f
1 t ! !

2+2In2

e

Calcular la integral: J In x? dx

1

(Murcia. Junio 2007. Bloque 4. Cuestion A)

No

J Inx?dx = [—2)( + x1In xz]: =(—2e+2e+2)=

1

B
HaIIadJ X

0o VX241

(La Rioja. Junio 2008. Propuesta A. Ejercicio 2)

Il
|
N
|
I
+
NS}
I
I

3
23r _2\/?

4
1

V3 4

o X2+ f 1 \/?
t=x’4+1->dt=2xdx
x=0->t=1

x:\/§—>t:4

Calcular el valor de a para que la integral entre 0 y a de la funcién xe* sea igual a 1.
(Canarias. Septiembre 2007. Opcion B. Cuestion 2)

J xe“dx = [e*(x — 1)]2 =e(a—1+1

0
ella—N+1=1—-ela-1N=0—>a=1

X

Se considera la funcién f(x) = &
(1+e*)? .
. . 1
Determinar el valor del parametro a tal que: J f(x)dx = 7
0
(Madrid. Septiembre 2005. Opcion A. Ejercicio 2)
J IV N N O R I NS
o (14 e¥)? T+e |, T1+e” 141 14¢°
—1 1 —1 -3 .
+1=—> =—>e'=——>g=-In3
T4 e 4 T4 e 4 3
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078

079

080

SOLUCIONARIO 1 2

La funcién f: [0, +o0) — R definida por:

\ax sio<x<8
f(x) =1 x* —32

six>8
x—4
10
es continua en [0, 4+ ). CaIcuIarJ f(x) dx.
0
(Aragon. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 2)
Para que f(x) sea continua a = 8.
N ’ 3 (8x)° ' x°
J f(x)dx:J\/Sxdx—i—J dax = —I——+4x—16|n|x—4| =
0 0 s X—4 12 2
=E-|—50+40—16|n6—32—32+16Ir14:ﬁ—mlni
3 3 2
3x+2 six <0 2w
Sea: f(x) ={x*+2acosx si 0<x <. Calcular J f(x) dx.
ax’> +b si x> 0

(Aragon. Septiembre 2007. Opcion A. Cuestion 2)

2T 27T 21
J f(x)dx = J (x% + 2acos x) dx ~|—J (ax?> +b)dx =

0 0 k
2T

3
= lx? + 2asenx

B 3
+ 12 4 b
0 3 T
3 3 3 3
_ T +8G’TY _aw +2b1‘(—b’ﬁ:“(7a+1)
3 3 3 3

+ brw

sen x> . 0 Jam
Dada: fx) =1, > *~? halla j X*F(x) dx.
x?—=2x six<0 e

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba B. Problema 2)

= i g
J Xzf(X)dX:J xsenxdy = | —2X - =
Ve Jx 2 i 22

Sea f(x) una funcién derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], tal que f(1) =0
1

0 0

(Madrid. Junio 2005. Opcion A. Ejercicio 1)

J2x f'(x) dx T 2x f(x) — 2Jf(x) ax

U =2x — du = 2dx
dv =f'(x) > v =">(x)

10

8

!
y j 2x f(x) dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por partes para hallar J f(x) dx.
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Integrales definidas

1 1 1
1= J 2x Fx)dx = [2x F(x)], - 2J f(x)dx = 2f(1) - 2 J flx)dx =

0 0

= —ZJ f(x)dx — J f(x)dx = 1
0 0 2

081 | Seaf:R — Rlafunciéon dada por f(x) = ax® + b. Halla los valores de ay b sabiendo

6
que J f(x) dx = 6 y que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién f
0

en el punto de abscisa 3 vale —12.

Por ser la pendiente de la recta tangente igual a —12 en el punto de abscisa x = 3,
sabemos que f(3) = —12.

ffix)=2ax > f3)=6a— —-12=6ad—>a= -2

Luego la funcion es: f(x) = —2x? + b
6
= —144 +6b
0
—b=25->f(x)=—=2x*+25

—2x3

6 6
6—Jf(x)dx—J(—2x2+b)dx— + bx

0 0

082 | Calcular un polinomio de tercer grado p(x) = ax® + bx?> + cx + d sabiendo
que verifica:

o Tiene un maximo relativoenx = 1.

« Tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).
1

« Se verifica: J p(x) dx = i

0

p'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

p"(x) = 6ax + 2b

« Pasaporelpunto(0,1) - p(0)=1—->d =1

« Elpunto (0, 1) es un punto de inflexion — p"'(0) =0 —>26=0—>b =0

« Tieneun maximoenx=1—->p1)=0—->3a+c=0

ax* o Ya ¢
bt x| =T
4 2 T4 2

:JD(X)dX:J(GX3+CX+1)dX:

0 0

£
4
> a+2c=1

Formamos un sistema con las dos ultimas condiciones:

30+C:O c=—-3a 1 3
EM g _fa=1—sd=—— (="
a+2C:1 5 5
—1
Luego, el polinomio es: p(x) = ?)ﬁ +2x +1
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SOLUCIONARIO 1 2

083 | Utilizando el célculo integral, halla el area del recinto que delimitan las rectas:
y=2x+6 y=0 x=3

Calcula con la férmula correspondiente el area del tridngulo anterior y comprueba
que el resultado coincide con el obtenido anteriormente.

Yi

X

Calculamos los puntos de interseccion.

y:2x+6}_>X:_3

y=0
Y:§x+6}_>y:]2
X =

3
J (2x+6)dx = x> +6x|] =9+18-9+18=36
-3

Area del tridngulo = % =36

084 | Mediante integrales halla el area del tridngulo determinado por los puntos (—5, 0),

(0,0)y (0, 2).
Calculamos las rectas que determinan los lados del tridangulo.

El lado que contiene los vértices (—5,0) y (2,0) estaen larecta y = Ex + 2.

Yi

El lado que contiene los vértices (=5, 0) =
y(0,0) estdenlarecta y = 0. -
El lado que contiene los vértices (0, 0) -
y(2,0)estdenlarecta x = 0. =7 X

0 5 J 0
Area:J [—X+2]dx: X 4o =5

s\5 5 s
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085 | Obtén el &rea del recinto que delimitan la parabolay = —x? + 9y el eje X.
Hallamos los puntos de corte de la pardbolay el eje X:

—x2+9209{xz_3
X=3

3
=-9427-9+27 =36

-3

_X3

3
J (—x?> +9)dx = + 9x
-3

086 | Utilizando el calculo integral, halla el drea del sector circular que forma
la circunferencia x* 4+ y> = 1 con los semiejes positivos de coordenadas.
Comprueba que este resultado coincide con el que se obtiene cuando se aplica
la formula de area de un circulo.

1 1
. 71— x?2
Area — J - 7 dy — | 9rcsenx L X | _x
0 2 4
0
‘ T 5, =
Area = —mwr° = —
4 4
087 | Calcula una primitiva de la funcién f(x) = X2+ 2 .
x° —1
1
Determina la integral J f(x) dx.
—1
JX“ X:H ¥2 —1/2]dX:3|nx_1_an+1+k
x? =1 X—1  x4+1 2 2
D x42
La integral J + : dx no se puede calcular porque la funcién no es continua
X =

en los extremos del intervalo, de hecho, si intentamos aplicar la regla de Barrow
obtendriamos:

1
J X4+ 2 dx =
X =1

:i|ﬂ0—i|ﬂ2—i|ﬂ2—|—l|ﬂ02—oo
2 2 2 2

1
iln‘x—]\—iln‘x—i—ﬂ =
2 2 _

1

Luego esta integral no existe.
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090

SOLUCIONARIO 1 2

Determina el drea de la region limitada por la grafica de la funcién
f(x) = (x —2)*(x + 2) y el eje X en el intervalo [—3, 2].

YA

N~

I
<y

[F(x)

Hallamos los puntos de corte de la funcién con el gje X.

yz(X—2)2(X+2)}_>{X=2

y=0 X==2
El drea es:
-2 2
Area = J (x —2)%(x + 2)dx |+ f (x =27 (x +2)dx | =
-3 -2
4 3 -2 4 3 2
X2 gvyen] 4| X2 aeye| =
4 3 5 >

44 15 20 44 131 64 387 129
B R A e e e ey

3 4 3 3 12 4

Halla el area limitada por la grafica de la funciéon f(x) = In (1+ x?) yeleje X
en el intervalo [0, 2].

La funcién no corta al eje X en el intervalo [0, 2] luego, el area en el intervalo [0, 2]
es el valor de la siguiente integral:
2
J 2x dx
o T4 x?

J In (14 x?) dx

0

T [XIﬂ(] + xz)]z —

2x
14+ x%dx

u=In(+x?) > du=

dv=dx ->v=x

:[Xln (1+x2)—2x+arctgx+k]§ =2In5—4+arctg 2

Calcula el &rea de la regidn limitada por la grafica de la funcién f(x) = . ,
elejeXylasrectasx = —4yx= —2. x= =1

(Castilla y Leon. Junio 2007. Prueba A. Problema 2)

La funcién f(x) = corta al eje X Unicamente en el origen de coordenadas.

x? —1

f(x)=0— =0—->x=0

x?—1
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Por tanto el area buscada es:
-2
X
J ax
—4 Xz - ]

091 | Calcula el area limitada porlacurva y = x¥Xx+1 ,larectay=0ylarectax=1.
Previamente haz un esquema del recinto cuya area hay que calcular.

Area =

]Inx2—1]
2

:]|n3—]ln15:]ln5
2 2 2

-2
—4

YA
] Calculamos los puntos de corte
1 de la funcion con larecta y = 0.
| > / - Xxyx+1=0— X
2 X Yy =xVyx+1 x =1
Y = XX+

Area = +

+

0
j XN x + 1dx
—1

1
Jx\/x+1dx
0

X+1=1t> = dx = 2tdt

NGl
J (2 =122t

1

1
J (t2 — 1) 2%t

0

x=—1-t=0
x=0->t=1
x:1—>t:\/5
J2
TS 1| W A N N O
5 3 ) 5 34 5 3 5 3 5 3
4 4 42 8442
_4 4 a2 _8ra2
15 15 15 15

092 | Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacién f(x) = \xz —4\
ylasrectasx=—1,x=4ey=0.

Calculamos los puntos de corte de la curva f(x) = x? — 4] yelejeX(y =0).
=0 - _
§2X2_4}—>x2—420—>{§:+§
Escribimos la funcion valor absoluto como funcién definida a trozos.
x?—4 six <=2
f)=Ix—4l=14—x si—2<x<2
X’ —4 six>?2

. ’ N X3 2 3 4
Area = || (4 —xD)dx|+|| (X =4 dx|=|]4x — | |+]||— —4x
-1 2 3 _ 3 By
_g.32_59
3




SOLUCIONARIO 1 2

—

093

X2

Calcula el area determinada por la funcién f(x) =

————vylasrectasy =0,
x=0yx=3. X'+ 4x+3

(Murcia. Junio 2006. Bloque 4. Cuestion B)

La funcién no corta a y = 0 salvo en el punto de abscisa x = 0.

3 5 3 B
J X " JH 12, —9/2
o X2+ 4x+3 o X+1 x+3

3

x+i|n|x+1|—2|n|x+3|]
2 2 .

=3+i|n4—2|n7+2|n3
2 2 2

094

095

096

Dada la funcién f(x) = X
x+1
gréficaylasrectasx=0ey=0.

, calculese el 4rea de la regién limitada por dicha

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Problema 2)

Calculamos los puntos de corte.
y=0

X—1r—
y = X+ 1

X+ 1
1
:J [1+ =2 ]dx=”x—2ln|x+1”1‘:
0 X+ 0

Area =

1
J x—1 dx
0 X+1

=|1-2In2|=2In2-1

2
(Murcia. Septiembre 2007. Bloque 4. Cuestion B)

Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.

x=0

— xsx =0—> T
X:?‘Fn’ﬁ

/2
J X COS X dX

0

y=0
Y = XCOS X

El drea es:

0
J X COS X dX

—n/2

Area = +

0 /2 I
= [Cosx—i—xsenx] . + [cosx+x5enx]o =|1——
—T

2

Halla el drea de la regién limitada por la gréfica de la funcién f(x) = |(x —1N3Bx —1)
el eje X, el eje Yy larectax = 2.

7

Hallamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.

0 X =1

|}—>|(x—1)(3x—1)|:O—> 1

y:
y=|x=1Bx~1)
3

. . .z 0y 0y
Calcular el area encerrada por el eje Xy la funcién f(x) = xcosxentre x = —— y x = —.
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Escribimos la funcidén en forma de funcién definida a trozos.

3x2 —4x+1 sixg;

f(x)=|-3x>4+4x —1 si;<x<1
3Ix2—4x+1  six>1

1 2

(_3X2+4X_])dX+J (Bx? —4x+N)dx =

1

1/3
Area :J (3x2—4x+1)dx+J

0 1/3

= “x3 —2x* + X]VS‘ + H—x3 +2x7 — X]1 ‘—i— “xa —2x* + x]
0 1/3
4 4 62

= —+—+2=—
27 27 27

: ‘
1

097 | Seaf:R — R lafuncion definida por f(x) = x\ X —2 \
a) Esbozala graficadef.
b) Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de fy el eje de abscisas.

b) Calculamos los puntos de corte.

y=0 }—)XX—2:O—){X:
y:x‘x—z‘ X =

Escribimos la funcién como funcidén definida a trozos.

2 i <
f(x):x\x—z\: X°4+2x six<?2
XP—=2x  Six>?2
2
- 73 4
Area:J(—xH—zx)dx: x| =—Z 4 4="
0 0 3 3

098 | La parabola f(x) = 4 — x?, su recta tangente en x = 1y el eje Y limitan un recinto
finito en el plano. Dibujar un esquema de dicho recinto y hallar su drea mediante
calculo integral.
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Calculamos la recta tangente en x = 1.

f(1) = 3 — la recta pasa por el punto (1, 3).
fxX)==-2x—=>1fN=-2 5sm=—2.

La recta tangente en el punto (1, 3) es:
Y=Yo=mM(xX—X) —>y—3==2(x—-1)—>y=5-2x

Yi
y="5+2x
/
/
i \
F( )// 1 \\
/ N X

1

Area= = —

1
J(x2—2x+1)dx

0

J (=2x +5—(4 — x?)) dx

0

X3 5
== —x*+x
3

0

099 | Halla el rea del recinto limitado por la curvay = x* — 4x, el eje Xy la recta x = 5.

Hallamos los puntos de corte de la curva y = x» — 4x con el eje X
queeslarectay =0.

y=0 }—>x2—4x:0—>{xz
X =

y = x*—4x

4 5 5

X3 3

Area = j (x* —4x)dx |+ j (x* —4x)dx| = ——2X2] + ‘ —2x| | =

0 4 3 0 4

:thzzg
3 3
x3 —1

100 | Calcula el &rea encerrada por la funcion f(x) = ylosejes XeY.

x2 41
(Murcia. Junio 2007. Bloque 4. Cuestion B)

3

Calculamos los puntos de corte de la curva y = con el eje X
1

queeslarectay = 0. X
y= 3
—1
x> =1 - =0-=>x=1
=— x* 41
xX° 41
1 3 1
JX 1dX:J{X— x ]dx=
o X2 +1 0 X2 4+1 X241
5 1
1 T In2 2In2-2
= X———In|x2+1|—arctgx =‘——n——1 _rrene—2
2 2 , 2 4 4
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101 | Halla el &rea del recinto limitado por el eje X'y la grafica de la funcién
f(x) = x> —6x* + 8x.

Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.

x=20
X —6x"+8x=0— x(x’—6x+8)=0— ix =2
xX=4
2 4
Area = J (x> —6x%+8x)dx |+ J (x> —6x%*+8x)dx | =
0 2
4 2 4 4
= {2 25 4 4x? —l—{x—2x3+4x2 =
4 0 4 >
24 3 2 44 3 2 24 3 2
=2 A | 2 3442 S 0.3 4.2 =4 | 4=38
4 4 4
. x? —12 . .
102 | Dada la funcioén: f(x) = zicalcular el 4rea de la regién acotada encerrada
x“+4
por su grafica y el eje X.
Hallamos los puntos de corte de la funcién con el eje X.
2_
T 1220 x =212
x* + 4
Ji2 Jiz Jiz
2_
Area:J X —12 dx :J []— 16 ]dx = X—SGrCth} e
o X+ 4 _Ja X+ 4 2y

:2\/1_16-:

103 | Sea la funcién f(x) = x sen 2x. Calcular la integral de esta funcién entre x =0
Yy su primer cero positivo.
Nota: Llamamos ceros de una funciéon a aquellos puntos donde se anula.

Calculamos el primer cero positivo de la funciéon f(x) = xsen2x
x=0

xsen2x =0 — X:O+k7ﬂ

. - ™
El primer cero positivo es x = >

/2 /2 /2 /2
XCOS2X coS2Xx X COS2X sen2x s
xXsen2xdx = |— + dx = |— + __
0 2 0 0 2 4 0 4
U= x—du=dx
cos 2x

dv=sen2xdx - v =— 5



SOLUCIONARIO

104 | Una pardbola corta al eje X en el origen y en el punto x = 3. Halla su ecuacién,
sabiendo que el recinto delimitado por ella y el eje X tiene dos unidades cuadradas
de area.

La parabola es de la forma: f(x) = ax? + bx + ¢
« Pasaporelorigen > f(0)=0—>c=0
« Pasaporel (3,00 —>f3)=0—->9%+3b=0—>b=—-3a

: } 3 a2 P
Jf(x)dX:2—>J(GX23GX)dX:2—> ax + 3ax =2
0 0 3 2 0
_ 2
—>9a—27—a:2—>\—9a\:4—> 9
2 4
a=—-—
9
Hay dos soluciones:
. f(x):ix2 _2,
9 3
. f(x)= —ixz +—x
9

105 | Se considera, en el primer cuadrante, la region R del plano limitada por el eje X,
el eje Y, larectax =2y lacurva:

1
y:
4+ x?

a) Calcular razonadamente el drea de la regién R.

b) Encontrar el valor de o para que la recta x = o divida la regién R en dos partes A
(izquierda) y B (derecha) tales que el area de A sea el doble que la de B.

no corta al eje X'y siempre es positiva.

1 Xr 1[1T J T
—arctg—| = —|——0|=—
2 2 214 8

a) lLafuncion y =

4 4 x?

2
. 1
Area:J ax =
0 4+ X’

Q

= 1[arctgoc]
2 2

%arctgg—1 —>0c—2tg1
2 8 8

b) X J ! dx = 1arcrgx}
16 o 4+ X 2 2

0

106 | Dibuja razonadamente el recinto limitado por la curva y = xe*, el eje X'y la recta
paralela al eje Y que pasa por el punto donde la curva tiene su minimo relativo.
Calcula el &rea de dicho recinto.

Calculamos el minimo relativo de y = xe*.

y' =41 =5 0=(x+1e* - x =—1.Alcanza el minimo relativo en x = —1.
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107

108

~—

S R I
e e

2

e

o]
Area = U xe*dx
-1

-_— 2 . .
Halla el area limitada por la curva y = xe™™ , el eje de abscisasy larectax =g,
siendo a la abscisa del punto maximo de la curva.

(La Rioja. Septiembre 2007. Propuesta B. Ejercicio 4)

y=xe ' 5y =01-2x"e"

J2

y'=0-0=(1-2" ox=t—

V2

. . 2 -
La funcién alcanza un méximo en x = —— y un minimoen x = ———.
2 2

y=0—-0=xe" — x =0 — Lafuncién corta al eje de abscisas en x = 0.

NEYD) V272
J xe  dx

0

e ? 1

—2 —2

e

—2

1 1

2 2Je

Area = = =

0

Calcula el area del recinto limitado por la curva:
y=x—2senx
ylasrectas:y =0 X=—— X=—
3 3
Realiza un dibujo aproximado del recinto.
(Baleares. Junio 2007. Opcion B. Cuestion 4)

La funcién es una funcion impar luego, el area es:

w/3 X2 /3 5 5
Area=2j (x —2senx) dx | = 2||— + 2cos x :2“——1‘:2—ﬁ—
0 2 o 18 9
Yk
/
1 Jy=x—2senx
P /
/ / o
/ X
/
/
[ _ ™ g T
1113 7 3
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110

SOLUCIONARIO 1 2

Se sabe que cierta funcién F(x) verifica las condiciones siguientes:

F'(x) = 1 F(1)=3

x

a) Calcula F(x).
b) Calcula el drea comprendida entre F(x) y el eje X desde x = 0 hastax = 1.

(Cataluna. Junio 2008. Cuestion 1)

2 . F)=— aﬂmzj1 g = Xy

Ux Ux 3

. F(1):3—>i-l-k:3—>/<:i
3 3

3 3

4f 3
Por tanto: F(x) = A x + >

b) La funcion F(x) es siempre positiva luego:

1 s s 1
Area:JF(x)dx :J[4 X +£]dx = ‘16 X _|_5_X —
0 0 3 3 21 3 0
16 5‘ 17
e —+— —_
21 3 7

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curvay = x> — 7x? + 12x
en el punto de abscisa 1. Calcula el area del recinto limitado por esa recta,
lacurvayelejeY.
y'=3x? —14x+12 — y'(1) = 1 que es el valor de la pendiente m = 1.
y(1) = 6 — La recta pasa por el punto (1, 6).
La recta tangente a la curva es:
Yy=Yo=mKx—X)>y—6=1x—=1)>y=x+5

Yi
=X+5
|
|
N\ |
/ |
yi=Ix* — 7x* + 12x
[
1' /
X
1 1
Area=f(x+5—x3+7x2—12x)dx = J(—x3—|—7x2—11x+5)dx
0 0
‘ 7¢I ]1 19
= ||—— — +5X = —
4 3 o 12
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111 | Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 2x°, su recta
tangente en el origen de coordenadas y la recta x = 2. Calcula su area.

y=2x>—=y(0)=0

y'=6x—>y'0)=0

La recta tangente en el origen es:

Yy—Yo=m(x—x)—>y—0=0(x—-0)—>y=0
Y

~
I
oot
Xw
————
<y

=|8—-0|=38

112 | Calcula el &rea del recinto limitado por las graficas de las funciones:
y=x y=—x>+4x

Hallamos los puntos de corte.

T 2 }—>x2—3x—0—>{xz
y =—x"+4x =
’ ’ 33| 27| 9
Area = J(X+X24X)dx :J(x23x)dX: X2 2lo— 2L =
, . 3 20 21 2

113 | Hallese el area del recinto limitado por la pardbolay = —x?y larectay = 2x — 3.

Hallamos los puntos de corte.

2 _
Y=l i3m0 XT3
y=2x-3 x =1
1 3 1 i 32
A'rea:J (x24 2x — 3)dx| = X—+x2—3x =|—4+1-3-9—-9+4+9|=
_3 3 _3 3 3

114 | Determina el area del recinto limitado por larectay =3 — 2xylacurvay = 2x — x°.

Calculamos los puntos de corte.

y=3-2x }—>2x—x2:3—2x—>x2—4x+3:0—>{x_

y=2x—x’ x=3



SOLUCIONARIO 1 2

3 3
Area = J (2x —x? =34+ 2x)dx| = J (—x? +4x = 3)dx| =
1 1
3 3
zH—X—+2x2—3x :‘—9+18—9+i—2+3‘:i
3 : 3 3
|
115 | Hallar el &rea del recinto limitado por las curvas de ecuaciones:
y=x>—4 y=3x—6

(Castilla y Leon. Junio 2007. Prueba B. Cuestion 4)

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

2 _
Y =X A 43— 6 x—3x42=0—1"
y:3X—6 X =72
2 2 2
. X3 3)(2
Area:f(x2—4—3x+6)dx =j(x2—3x+2)dx =||=—— +2x| | =
1 1 1
3 3 2 6 6
| |
116

Calcula el area de la regidn del plano encerrada por las gréficas de las funciones:
f(x)=2x g(x) =6+ 3x —x?
(Navarra. Junio 2007. Grupo 2. Opcion D)

Calculamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

:2 = —
V=X 2 2X=643—x 55X -x-6=0— X 2
y=64+3x—x X =3
3 3
Areazj (2x — 6 — 3x 4+ x?) dx :J (X —x —6)dx| =
-2 -2
3
X 2% ] ‘ 27 2] 125
= [|—— — —6)( =l = —
3 2 - 2 3 6
|
117 | Halla el area del recinto limitado por las curvas:
y=x’—4x y=6x—x’

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

2 -

y =X Ax S —Ax=bx—x = 2% —10x =0 — {¥
y=6x—x’ X =

5 5 2 3 5
Area:J(X2—4X—6X—|—X2)dX = J(2X2—10X)dx — || _SXZI =

0 0 0

:‘_g_o‘zg
3
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118 | Representa graficamente el recinto plano limitado por las parabolasy = 1 — x?
ey =2x’y calcula su area.
(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 2)
Yi
\ [y =2x°
\ /
XN
// | \ "
L1 2
/ \ ¥
Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
J3
=1—x’ X=T5
y Sl-x =27 53¢ —1=0—> 3
y=2x’ J3
X =—
3
J3/3 V373 A
Area = J (2x? =14+ x?)dx| = J (Bx? =N dx|= ‘[x3 — x5 =
373 373
_‘_ N3 25‘_ e
9 9 9
|
119

Esboza las graficas de las parabolas f(x) = 2x?y f(x) = —x* + 3, sombreando
el recinto cerrado que determinan. Calcula el drea de dicho recinto

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 2. Pregunta B)

YA

S

—
"

T
L
v

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

:22 :—1
YT s =X 43530 —3=01{"
Yy =—x +3 x =1

1
Area = U (2x? 4+ x? —3)dx
-

1
= U (3x2 —3)dx
-1

=‘[x3—3x]11‘:|—2—2|:4
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120

Sea P la paradbola de ecuacién y = x(4 — x)y sea P, la pardbola de ecuacién

por dichas parabolas. Hallar el drea del recinto mediante calculo integral.
(Pais Vasco. Junio 2007. Bloque D. Problema D)

Yi
\ |
\ [y=t— 40— 2)
TN/

\ X
[ \
/ \

yl=x(4 + x)

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
y=x(4—x)
y=(x—-4)(x—-2)

Area =

4
J(4x—x2—X2+6x+8)dx

1

4
J (—2x% +10x — 8) dx

1

53
X £+ﬂ‘:9
3

4
+ 5x? — 8x

1

121

122

Calcula el area de la region del plano encerrada por las graficas de las funciones
f(x)=x>—3xyg(x)=x.

(Navarra. Junio 2006. Grupo 2. Opcion D)

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

s X =2
f) = x 3X}—>f(x):g(x)—>x3—3x:x—>x3—4x:0—> x=0
glx) = x _
X =2
0 2 0
Area = J (x> = 3x — x)dx +J(x3—3x—x)dx = J (x> —4x)dx |+
-2 0 -2
2 X4 0 X4 2
+ J(X3—4X)dx = [——2)(2 + l——2x2 =4 +]-4|=8
0 4 —2 4 0

Dadas las funciones f(x) = x*y g(x) = x>, determina el drea encerrada
por las graficas de ambas funciones entre las rectasx =0y x=1.

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 2)

Calculamos los puntos de corte de las dos graficas.

N, =
f(X)_Xa}ﬁf(x)zg(X)—))(z=X3—>X3—X2=OA{X_O
g0x) = x =1

Area =

y = (x — 4)(x — 2). Dibujar un esquema gréfico del recinto finito del plano limitado

}—>4x—x2=x2—6x+8—>—2x2+10x—8=0—>{xz
X =
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Integrales definidas

123 | Seanf:R — Ry g: R — R las funciones definidas mediante f(x) = x> + 3x?
yg(x)=x+3.
a) Esboza las gréficas de fy g calculando sus puntos de corte.
b) Calcula el drea de cada uno de los dos recintos limitados entre las gréficas de fy g.

— 3 2
F0 = x4 3x } —>f)=9g(x) > x’+3x’ =x+3

g(x)=x+3
X=-=3
SX2x+3)—x+3)=0o=Nx+3)=0>{x=—1
x=1
: 4 > T 79
b) A’rea1:J (x* +3x> —x —3) dx :\X+X3X3x] =|—+—|=4
-3 4 2 3 4 4
. 1 x* X2 !
Area 2 = (X>4+3x2 —x=3adx|=||—+x* -2 —3x| |=
— 4 2 -1
= _9_7__4_4
4 4
124 | Calcula el &rea del recinto limitado por las curvasy = x*e y = 2x — x2
Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
o X =—2
y=x S =2-X > X+ -2x=0—>{x=0
y =2x—x’
X =1
0 1
Area:J (x> —2x 4+ x?) dx +J(x3—2x+xz)dx =
=2 0
xt X 20 xt X 21 8 5 37
=|—+==X| |+||[—+—=2||=|=|+|-=|=—=
4 3 ) 4 3 o 3 12 12

125 | Halla los puntos en que se cortan las funciones f(x) = x> — 3xy g(x) = 2x” y calcula
el drea de la regidn del plano encerrada entre sus graficas.
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SOLUCIONARIO 1 2

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

X =—1
fx) = x> —
(x) = x* = 3x S5 X =3x=2x> > x*=-2x>=3x=0->1x=0
f(x) = 2x?
X=3
0 3
Area:J (x> —3x — 2x%) dx +J(X3—3x—2x2)dx =
1 0
_|[x oz el [ 20 3] _‘L +‘_£ _n
4 3 2 ], 4 3 2 12 4 6
| |
126 | Dadas las curvas:

127

y=Kx—1) y=5-—x
calcular razonadamente:
a) Su punto de corte.
b) El area encerrada por ellasy el eje Y.
(C. Valenciana. Junio 2005. Ejercicio A. Problema 3)

a) Calculamos el punto de corte.

y:(x—1)3}

Sx=10P=5-x2>5x>=-2x4+3x—-6=0

y=5-X] S (x=2)x’4+3)=0-x=2

b) ElejeYeslarecta x=0.

Area =

2
f ((x = 1% = (5= x))dx

0

x* o 2x3 32

4 3 2

Calcula el &rea de la regién limitada por las curvas:
y=x+x>+1 y=x>—x+1
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 3)

Hallamos los puntos de corte de las dos curvas

= 5 2 1 :—1
y=xaes XX TI=X X+ 1 4 x=0= 1"
y=Xx —x+1 x=0
0 0
Area = J X+ x24+1=x+x—1dx|= J (x* 4+ x)dx | =
- -1
| ‘1 1‘ ‘ 1‘ 1
fd ——|—— == | = —
3 2 1 3 2 6 6
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—

128 Halla el area de la region limitada por la grafica de la funcién f(x) = \/; elejeY
ylarectay =4.

Calculamos los puntos de corte de la funcién f(x) = \/; ylarectay =4.

f(x)=\/;}

—>Vx =4 ->x=16

y=4
16 B 16
frea = j W - ayoe| = [ 2Jx _4X] |12 ||
0 3 0 3 3 3
N
129  Determina el area del recinto que forman al cortarse las curvas:
y=" y=-—x"+7
X
Calculamos los puntos de corte de ambas curvas.
6 Xx=-=3
y—; - —=-X4+726=-xX4+7x—> X —7x+6=0—>1x=1
y=—x"+7 X Xx=2
Como la funcion y = ° presenta Y4
X 5 \ 6
una discontinuidad en el cero, el tnico YErrmr Tx
recinto que forman las dos curvas / N\
estdentrex=1yx=2.
1
/ >\ x
/ \
2 6 3 2
Area = J [—+X2—7]dX = 6In|x|+x——7x =
1 X 3 1
:‘6In2+§—14—i+7‘:‘6|n2—£ :£—6|n2
3 3 3 3
N ‘I

5
130  Dadas las funciones f(x) = =Y g(x) = —x + Sse pide:

a) Esboza sus graficas y sombrea el recinto encerrado entre ellas.
b) Calcula el area de dicho recinto.
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 2. Pregunta B)

a) Y

\
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SOLUCIONARIO 1 2

b) Hallamos los puntos de corte.

y=— 1
* %iz—X+2—>1=—X2+£X—>2x2—5x+2:O—> X_2
5 X 2 2 _
y=—X+— x=2
2
e 5 > 5y [
Area = J [—+x——]dx = |n|X|+X___X _
1/2 X 2 1/2
= |n2+2—5—|ni—l+i‘:‘—£+2In2 :£—2In2
2 8 4 8 8

|
131 | Hallar el area de la regién acotada comprendida entre la grafica de la funcién

1 5
f(x) = ——— ylasrectasy =1, x = —.
(x —2)? Y Y 2

(Madrid. Junio 2006. Opcion B. Ejercicio 4)

YA

> LT QA
I / \ [0
y=1 / \
N\
X
Hallamos los puntos de corte.
Cx—22 o =1—>(X—2)2=1—>{
( ) (X — 27 _3
y=1
El recinto estd situado entre las abscisas x = — yx = 3.
’ | | ’ ol 1
1 I o M
s\ (X —2) xX—2 5/2 2 2

|
132 | Hallar el area de la regién acotada comprendida entre las graficas de las funciones
1 X .
= ,y=—,yelejeY.
Y x4+ 4 Y 16

(Canarias. Junio 2007. Opcién A. Cuestion 2)
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Hallamos los puntos de corte.
1

Y=
a1 X o ax—i6=0
y—i X*+ 4 16
16 S =X +2x+8)=0—>x=2
o i 2 | 1
Area = J[ X]dx :[Arctgx— al S B . )
0 x4+ 4 16 2 2 32 o 8 8 8

133 | Halla el 4rea de la regién limitada por las gréficas de las funcionesy = e*, y = e™,
elejeXylasrectasx=1yx=—1.

Hallamos los puntos de corte.

y=¢ }—)e*=e‘*—>e“:1+x:0
y=e"
’ 1 1 1 2
Area = J e’dx |+ Jexdx :“ex]z —1—“—6’*}; =1|1— +|l—-—=+1=2-
—1 0 e e e

. . 1
134 | Calcular el area encerrada por las funciones f(x) = 1+ Inxy g(x) = —
ylasrectasx=1yx=2.

Calculamos los puntos de corte por si alguno estuvieraentre x =1y x = 2.

2
Area = J [H—Inx—]]dx
1 X

135 | Sealafuncién f(x) =1 — x2

y =14Inx ]
1 S>l+hx=—->x=1
= X
X

2
1

:H—Inx—i—xlnx] ‘:‘—In2+2ln2‘:ln2

a) Su gréfica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su area.

b) La gréfica de la funcion g(x) = x> divide D en tres partes D,, D, y Ds. Haz un dibujo
de los tres recintos.

. . . 1
¢) Calcula el area del recinto D, que contiene al punto [O, 2].

a) Hallamos los puntos de corte de la funciéon f(x) =1— x? coneleje X.

— 12 _
y=1 X}e]—x2—0—>|x
y=20 X

S P
3 3 3
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SOLUCIONARIO 1 2

b) YA

~
{ \\

'
//

¢) Hallamos los puntos de corte de ambas curvas.

2
2
2

12
y_]zx}—>1—x2:x2—>2x2=1—>
y=x
2
V272 V272
. 2x3
Area = (1—x? —x?)dx|=|| x— =
272 3 1
) 6_6+ﬁ_ﬁ‘_zﬁ
2 6 2 6 3

Calcula el valor de m para que el area del recinto limitado por la recta y = mx
y la curva y = x® sea 2 unidades cuadradas.

(Galicia. Junio 2006. Bloque 3. Opcion 2)
Hallamos los puntos de corte.

x=0

y =mx 3 3 2
>mx=xX =X -mMx=0—=x(x>—-m=0—>
} {x:j:\/;

3

y=x

Para que se forme un recinto deben cortarse en mas de un punto
luego, m > 0.

Jm
+ J (x3 — mx) dx

0
Area — J (X3 — mx) dx
7

Jm
_|[x_me ] ‘i_mxz _
4 2 1 ym 4 2 o
m?> m? m?> m? m?
= ———+ _— = —
4 2 4 2 2

2
%:2—>m2:4—>m:2
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L
137 | Lacurvay =x? — 2x+ 1y la recta que pasa por los puntos A(1,0) y B(3, 4)
limitan un recinto finito en el plano.

a) Traza un esquema grafico de dicho recinto.
b) Halla su area.
(Asturias. Septiembre 2006. Bloque 6)

a) Larecta que pasa por estos dos puntos es:

y=0 _ x-1 S y=2x—2
4
Yi
\ /I
\ /
=XT—= 241
\ /
N 4
X
g=2x—|2

3
b) Area = j(X2—2X—|—1—2X+2)dX

1

3
= J(X2—4X+3)dX
1

3

3
= lx——2x2—i—3x =‘O—i‘=i
3 3 3

1

| 2
, . o . bs

138 | El rea del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y = — e y = vax ,
a

cona > 0, es 3. Calcula el valor de a.
(Andalucia. Junio 2006. Opcion B. Ejercicio 2)

Hallamos los puntos de corte.

Y:X—2 x* X! x=0
a (m—=Vax 5> —=ax—>x"'—ax=0-
X=a

) a2 3
Area = J[__\/ax]dx — X—_E ax’ =
o\ a 3a 3 o
_|o 2| _a
3 3 3

2
3:a——>a:3

3
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SOLUCIONARIO 1 2

La curva y = x3, su recta tangente en el punto x = 2 y el eje X limitan en el primer
cuadrante un recinto finito del plano. Dibujar un esquema grafico de dicho recinto

y calcular su érea.
(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque D. Problema D)

y'=3x" = y'(2)=12
y(2) =38

La recta tangente es:
Y—Yo=m(X—X)—=>y—-8=12(x—2)—>y=12x—16

Yi
|
|
|
. y=12x+16
I II .
3 I X
yl=x 1
4/3 2
Area:J x3 dx —i—f (x> —=12x+16)dx | =
0 4/3
4 4/3 4 2
S e I S, z‘ﬁ +‘£ _4
4 0 4 4/3 81 81 3

Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = x* su recta
tangente en el punto (1, 1) y el eje Y. Calcula su area.

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio A. Ejercicio 2)
y'=4x > y'()=4
La recta tangente en el punto es.

Y= Yo=mX=x) =y —1=4(x =1 =y =4x-3
YA
=xf) J
\

! y=4x— 3
/ X
/

/

A

Area =

:‘1_2+3‘:_
5

1
0

5
:HX——2X2+3X
5

1
J(X4—4X+3)dx

0
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141 | La parabolay =4 — x?, su recta tangente en el punto x = 1y el eje Y limitan
un recinto finito del plano. Dibujar un esquema de dicho recinto y hallar su area
mediante el célculo integral.

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Problema D)
y(1) =3
y'==2x->yl)==-2
La recta tangente enel punto es:
Yy—=Yo=mx—x) > y—3==2Kx—-0—>y=-2x+5

YA
y="5—=2x
/|
=4—Kx
/
/ ; \
/ ' \
I N X
1 1
Area=|| 4=x>+2x=5dx|= J(—x2+2x—1)dx =
Jo 0

142 | Calcula el &rea de la region limitada por la parabola y = x? + 4 y sus tangentes
enlos puntosx=—1yx=1.

yh=5  y-n=5
y'=2x > {y'(—D ==
y'(1)=2

Las rectas tfangentes son:

Yy=Yo=mx—=X) > y—-5==2x+1)—>y=-2x+3

Y=Yo=m(x—x,) >y —5=2x—-1)—=y=2x+3
YA

c
o)

xy

776



SOLUCIONARIO

_|_

1
J(x2+4—2x—3)dx

0

0
A'rea:f (x* + 4 4+ 2x — 3) dx
-1

_l’_

143 | a) Halla el area delimitada por g(x) =x+ 2y h(x) =4 — x°.

b) Da otra expresidn p(x) tal que el area comprendida entre la gréfica de y = p(x)
y el eje X, entre los valores x = —1y x = 1, coincida con el drea que has calculado

en el apartado anterior. Justifica la respuesta.

a) Hallamos los puntos de corte.
y=x42

2}—>><+2:4—><2—>)<2+)<—2:O—>{X:
y:4—X X =

2 37
:{X_zHX]
2 315

1
Area:J (X +2—4+ x)dx
-2

I PO P -2 I N
2 3 3 2 2
b) Basta tomar una recta paralela al eje X, y = a, de tal forma que:
(1-2:2—>a:2 p(x)zg
2 4 4

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = e~
a) Justifica que la recta de ecuacidon y = —2ex es la recta tangente a la gréfica

de fen el punto de abscisa x = —;.

b) Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de f, el eje de ordenadas
y la recta tangente del apartado anterior.

1 1
a) ——|=e, Yy =2 > [—] = D¢
y[ 2 ] y / 2

-
——,ejes:
2

y_)/o:m(X_Xo)%y—E’:—Ze[X—i—;]—)y:_zex

La recta tangente en el punto

1
b) Larectatangentey la curva se cortan en el punto [—, e].
2

0

_i_i'_i_i
2 2 4

1 e e

e—ZX
=||- +ex’
2

0
Area = J (e 4+ 2ex) dx
—-1/2

=172

e—2
4
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2 | Dada la funcion f(x) = x*> — 2x + 2:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto
de abscisa x = 3.

b) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la grafica de f, la recta tangente
obtenida en el apartado a) y el eje Y.

a) f3)=5 fx=2x—-2->1(3)=4
La recta tangente en el punto de abscisa x = 3 es:
Y — Yo :m(x—xo)—>y—5:4(x—3)—>y:4x—7

3
b) Area:J(X2—2x+2—4x+7)dx

0

3
:J(X2—6X+9)dx
0

3

3
—[X—3x2+9x
3

=[9-27+27|=9

0

3 | a) Paracada valor de c > 0, calcular el area de la regién acotada entre la grafica

1
dela funcién f(x) = cx* + —x> +1,eleje Xy lasrectasx =0, x = 1.
c

b) Hallar el valor de ¢ para el cual el area obtenida en el apartado a) es minima.

1

1 5 3
o drea=| [ [+ Lo e <[ 22 2] |-
0 C 5 3C 0
C 1 C 1
=|—+—+1|=—+—+1
5 3 5 3
b) Queremos minimizar la funcién g(c) = % + 3] +1
c
1 1 1 1 5
g'(c)=—— -5 9()=0>————=0-53’=5>c=,|—
5 3¢ 5 3¢’ \ 3
t? dt
4 | Razonar sipara F(x) = 074 se satisface que Iin% F(x) = Iim0 F'(x).
X X X—

0 31 3 3x4 3
2
imF(x) = lim— =20
x—0 x—0 3
Im F'(x) = lim2X = 0
x—0 x—0 3
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5 | Dada la funcién f(t) = at 4+ b (con a y b constantes reales), se define

x+1
F(x) = xJ f(t) dt . Se pide obtener razonadamente:
1

X+1
a) La integraIJ f(t) dt.

1
b) La expresion de la derivada de F'(x) de la funcién F(x).

¢) Larelacion entre los valores a y b para la que se verifica: F"(0) = 0

x+1 x+1 X+1
at?
a)f f(t)dt:J (at+b)dt:7+bt =
1 1 1
2 2
:a(x+1) +b(x+1)—£—b:a(x +2x)+b
2 2 2
2
b) F(X):X[M+bx]:

= %(f +2x) 4+ bx? = F'(x) = %(3% + 4x) + 2bx

A F(x) = %(m L 4)42b = F(0) =20+ 2b

0=2a+2b—>a=-b

6 | SeaR el rectangulo del plano con vértices en los puntos V; (0, 0), V, (3, 0), V5 (3, 9)
y V, (0, 9). Demostrar que para todo valor de A la curva de ecuaciéon
y = Ax* + (3 — 3A)x pasa por los vértices V; y V; y divide al rectangulo
en dos regiones.

Calcular el area de dichas regiones y encontrar el valor de A para que la regién
situada por encima de la curva tenga un area doble que la situada por debajo
dela curva.

y = Ax? + (3 —-3A)x

y(0) = 0 — La curva pasa por el vértice V.

y(3) =9A+ (3—3A)-3 =9 — La curva pasa por el vértice Vi
El drea del rectdnguloes: b-h=3.9 =27

El drea de la parte del rectangulo que queda bajo la curva es:

3 3 B , 3 -
Area = J(AX2+(3—3A)x)dx A& B=3A || gy 20=A ) _
0 3 2 0 2
Z—EA SIA§i
_ (B, 22 5
T s, s
2 2 5
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El drea de la parte del rectdngulo que queda sobre la curva es:

77 E—FﬁA siAgi

Area = 27—A— = 821 4§ g
2182 Gas2

2 2 5

Para que la region situada por encima de la curva tenga un area doble
que la que estd por debajo:

57 1——%\ 9_O—>A_1
A—_27 A——9—> 425 227 5
2 DA 90 A=

2 2

<-
7 | Dada la funcion g(x) = 0 st X 2 , calcula el area de la region
—x>4+2 six>— \/7
del plano limitada por las gréficas de g(x) y h(x) = | x|.
Y
}[ h(x)

‘I..

—t—t—
1 X
g

Hallamos los puntos de corte.

X4+ 2=-xoxX=-x=-2=0>x=—1

X4+ 2=x|->
X 4+2=x>ox*4+x=-2=0>x=1

J(—X2+2—x)dx =

0

0
A’rea:J (—=x? + 24+ x)dx |+
-1

3 2

X X ’
3 2 1

3
\_X+2X_X]
3 2

. . . x?
8 | Enun plano, el trazado de una carretera discurre segun la ecuacién y = — —x,
4

siendo un rio el eje X. En el terreno entre el rio y la carretera hay un pinar.
Si expresamos las distancias en kildbmetros, ;jcuanto vale el pinar si la hectarea
se pagaa60€?
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Hallamos el corte de la carretera con el rio.

El 4rea del pinar en km? es:

[l5-

El precio del pinar es:

%-100-60 = 16000 €

x> x?

12 2

Area =

0
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