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Los jardines cifrados

De la pared del fondo partia un largo pasillo débilmente iluminado; lo
recorri y, al final, me encontré ante una puerta con apertura de combi-
nacion: junto a la puerta, bajo una pequena pantalla cuadrada, habia
nueve botones numerados, dispuestos en tres filas de tres. Me acordé
del cuadrado magico. El enano me habia dicho que el contenido de la
cajita me abrirfa mas de una puerta, y no tenia por qué referirse sélo a
la musica. Saqué el cuadrado de metal [una reproduccion del cuadra- \
do de numeros que aparece en el grabado de Durero titulado Melanco-
lia] y lo examiné a la débil luz del pasillo. Las combinaciones de las 1t
puertas solian tener cuatro cifras, y los numeros mas significativos de
aquel cuadrado eran el 15 y el 14 del centro de la tltima fila: 1514 era |28 "
el afio en que Durero habia realizado su Melancolia, y El Bosco habia | |
muerto por esas fechas, tal vez ese mismo afio. Marqué el 1514 y las 3’
cifras fueron apareciendo en la pantallita cuadrada: las tres primeras en & ‘\ k
la fila superior y el 4 debajo del primer 1. Tras unos segundos, las ci-
fras desaparecieron sin que ocurriera nada. Entonces pensé que tenia [
que llenar la pantalla y marcar, por tanto, nueve cifras. La probabilidad y
de acertar era remotisima. Marqué las nueve primeras cifras de mi cua- J

y

drado magico, y luego las nueve tltimas. Luego probé con los ntiimeros
del 1 al 9 en el orden en que aparecian en el cuadrado: 3, 2, 5, 8, 9, 6,
7,4, 1. Probé varias combinaciones mas, pero sin éxito. 13

Entonces, cuando estaba a punto de renunciar, se me ocurrié otra posi-
bilidad: el cuadrado magico que tenfa en la mano podia ser simplemen-
te un modelo, un referente. Puesto que tenia que llenar una pantalla de
tres por tres y habia nueve botones numerados del 1 al 9, tal vez tuviera
que componer con ellos un cuadrado magico de orden tres: disponer
los nueve digitos de forma que todas sus filas, columnas y diagonales
sumaran lo mismo. [...] Estaba cansado y aturdido, y mi primer impul-
so fue intentar resolver el cuadrado mégico por tanteo. Pero mi reduci-
da pizarra manual no permitia muchos ensayos... De pronto me acordé
del método de Holmes: descartar lo imposible. ;Qué pasaria si el 1 es-
tuviera en la primera casilla?, me pregunté. En ese caso, como todas las
filas y las columnas tenian que sumar 15, habria que poner en la prime-
ra fila dos nimeros que sumaran 14, y... [...]

Marqué los nimeros en ese orden y el cuadrado magico se formo en
la pantalla. Con un suave zumbido, la puerta se abrio.

CARLO FRABETTI




SOLUCIONARIO 1

Los jardines cifrados Carlo Frabetti [
Carlo Frabetti Los jardines cifrados
El narrador de esta novela es un hombre de mediana £ SRR orsca 'QIIM;U\m TRAPO

edad que ha sido abandonado por su mujer Nora.

Un difa conoce a otra mujer, Elena, de la que se enamora

a pesar de que un amigo, que es profesor de matematicas,
le dice que esa mujer no le conviene porque también

va a dejarlo. El contesta:

—Al menos quisiera tener la oportunidad de comprobarlo.
No hay muchas mujeres asf; ni una en un millon. ..

—jAlto ahi! —exclamo el amigo levantando las manos
con gesto alarmado-. Si empiezas a tergiversar
los aspectos matematicos de la cuestion, estas perdido.

—¢Qué tienen que ver las matematicas con esto?

—Mucho. Estas cayendo en la falacia en la que caen todos
los tontos enamorados, valga el pleonasmo, la absurda
falacia de pensar que el objeto de su amor es tinico e irrepetible, o cuando menos un bien escasisimo.

—En toda mi vida s6lo he conocido a dos mujeres como ellas.

—Supongamos, y es mucho suponer, que eso sea cierto. ¢A cuantas mujeres has conocido?
—Depende de lo que se entienda por conocer.

—:Qué entiendes tu cuando dices que en toda tu vida s6lo has conocido a dos como ellas?
—Bueno, he conocido a muchas mujeres lo suficiente como para darme cuenta de si,

en principio, me interesaban o no.

—A cuantas?

—No las he contado, pero muchas... Varios cientos...

—Seamos generosos y consideremos que has conocido a mil mujeres lo suficiente como

para darte cuenta de su posible adecuacion como objeto amoroso. Bien, eso significa

que la frecuencia estadistica del tipo Nora-Elena es del dos por mil. Asi que, para empezar,

lo de «una en un millén» es pura hipérbole.

—Pero...

—Déjame seguir. Hay unos tres mil millones de mujeres en el mundo, de las cuales aproximadamente
un tercio tendran entre veinte y cincuenta afos (por tu bien y el de ellas. espero que no te
interesen las nifas ni las ancianas). Es decir, hay unos mil millones de mujeres con las que,

en principio, podrias relacionarte. Si la incidencia del tipo Nora-Elena es del dos por mil,

eso significa que hay unos dos millones de candidatas que se ajustan a tu concepto de mujer ideal.
Como veras, es matematicamente absurdo que te obsesiones con una de tan dudosa moralidad

y oscuras intenciones como Elena, habiendo otros dos millones esperandote. [...]

Construye el cuadrado magico que le permitié al protagonista de esta novela abrir la puerta.
Un cuadrado o un rectangulo de nimeros como el anterior (aunque no cumpla ninguna
propiedad especial) se llama matriz. Hay situaciones que se pueden representar mediante
una matriz. Descubre alguna.

Siel 1 estuviera en la primera casilla harfa falta encontrar tres parejas de nimeros cuya suma
fuera 14, y esto es imposible. Solo hay dos parejas que suman 14:9+5=8+46 = 14.
Siguiendo el razonamiento si el 1 estuviera 61118

en la segunda casilla el cuadrado 71513
que formaria es:
21914
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ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a) x+ y+3z=0 b) —2y+ z=-1
2x —2y — z=4 2x+ y—3z=0
x—=3y+2z2=4 x —5y =7

a) X+ y+3z=0
2X =2y — z=4

X=—y—3z 2(—y—3z)—2y—z:4}
X—=3y+2z=4

—y—3z-3y+2z=4

=0
—4y—z:4z—>y:—1

Xty+3z=02212=0% vy

La solucién del sistemaesx=1,y=—-1yz=0.

b) —2y+ z=-1
2t y_3z—0 Ly 2x+y73(2yf;):§)}
X — 5y =7 X—or=
X=5y=7 x=-10 y:_157
__
=T 34 39
7=2y—-1l—z=——-1=
5 5
La solucién del sistemaesx = —10,y = f% yz= f§‘
002 | Resuelve estos sistemas.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x —3y =1 3x —4y = —1
—X —2y =-3

a) —x+2y=0 N x=2y| x=2y
2x+ y=5 2x+y=5

=2
y:]%x:2

—4y—7z=4
T 4y— z=4

—6z=0—2z=0

2x =5y = -3
 x—=5y=7
X =-10

—4y+y=5->y=1

x=2y=1 - . -
2x—3y=1 ZZYE L, 4 3=1.Eneste caso, la solucion del sistema es valida.

b) x—y=0
+2x+y:3]
3  =3-x=1-oy=1
W dy= 12T s 4y
x—y=—3X2MEL g 53

En este caso, la soluciéon del sistema es valida.
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SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones.
» Sudimension sea3 X 2.

* dp=—dn=4an =1
¢ 0y =0p=—05=—2
1 =2
La matrizes:| -1 —2|.
2 1

Se venden listones con dos calidades y de dos longitudes. Los listones grandes
de baja calidad cuestan 0,75 €y 1 € los de alta, mientras que los listones
pequenos de baja calidad cuestan 0,45 €y 0,60 € los de alta. Anota estos datos
en forma de matriz.

La matriz serd de dimension 2 x 2. Las filas indican la calidad; las columnas,
el tamafo y los elementos de la matriz, el precio:

0,45 0,75
0,60 1

Halla el valor de cada incégnita para que las dos matrices sean iguales.

x+1 3 0 2 y+1 0
z+1 x+2 z-1 y+2 3 vy

Para que las matrices sean iguales deben tener la misma dimension y ser iguales
todos sus elementos.

Las dos matrices son de dimension 2 x 3.

X+1=2-x=1 Z+1=y+2—>z=y+1—>2z=3
3=y+1->y=2 X+2=3->x=1
0=0 z—1l=y—>z=1+2=3

Es decir, la soluciénesx=1,y=2yz=3.

Escribe un ejemplo de las siguientes matrices.

a) Una matriz fila con cuatro columnas.
b) Una matriz columna con cuatro filas.
¢) Una matriz cuadrada de orden 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Q) A=(1 3 —1 0
1
2
b) B=| |,
!
12 -3 4
0 -2 3 1
AC=ls 5 59
o110
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005 | Escribe matrices que cumplan las siguientes condiciones.
a) Matriz diagonal de orden 4 que cumple que ag; =7.
b) Matriz identidad con tres filas.
7 0 0

a) A

~N O O O

_10
0
0

O O
O N O

006 | Escribe matrices que cumplan estas condiciones.
a) Diagonal de orden 3.
b) Triangular superior con tres columnas, de forma que los elementos distintos
de O cumplan que g;=i+j.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2 00
a) A=0 -1 0
0 0 8
2 3 4
b) B=[0 4 5
0 0 6

007 | Realiza la siguiente operacidn con matrices:
-1 2 N (=2 =2 3 (-1 40
0 =3 1 1 0 — 2 2 1
—1 20 (=2 =2 3_‘_7140_0 8 =2
0 =3 1 1 0 -1 2 2 1) 1 =1 3

008 | Averigua los elementos que faltansiA + B=C.

3 45 2 ¢ d f 7 6
a=Gad =5 =[O
3 4 50, (2 ¢ d)_(f 76_)5 4+c 5+4d) _(f 7
5 a b e 3 -1 |1 =1 0 S5+e a+3 b—-1) {1 -1
f=5 44c=7—->c=3 S5+d=6->d=1
5+4e=1—-e=—-4 a+3=-1—-a=-4 b—1=0—>b=

009 | Hazla siguiente operacién con matrices:

3 3 1 4 0 4 -1 0 2

2.1 2 0|—3-|—1 1T =2|— 2 3 1

-1 5 =2 0 —2 3 -1 10
3 3 1 4 0 4 -1 0 2 =5 6 —12
2:1=1 2 0]—3-] -1 T =2|—] 2 3 1|=|-1 =2 5
-1 5 =2 0 =2 3 -1 10 -1 15 —13

6
0

|
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SOLUCIONARIO 1

Realiza las operaciones indicadas con estas matrices.
13 2 0 -2 3
L
a) 2(A—B)+3C
b) (=2)(A—C) —3(B+20)

a) 2(A78)+3C=2.[_1 3]+3'[—2 3]:[—8 13]

2 3 1 -2) (7
30 (2 6 _[o -8
b) (=2)(A—C) —3(8+2C) = (-2) [_2 4] 3 [_1 _5]_[7 7]

Calcula la siguiente operacién con matrices:

0 5
23 1 4)-5- 1{—-3:3 1 4)-|—1
—2 0
0 5 0 5
23 1 4)-5- 1|-3-3 1 4)-|—1{=(6 2 8- 5/—09 3 12)-|-1|=
-2 0 -10 0

=6-04+2-5-8-10-9-543-1-12-0=10-80—-45+3=-112

Halla el valor de x en esta igualdad de matrices.
X 3
(1 —1)-[ ]—(1 x 9):|—1]=0
! 0

a 4)-[?]—(1 X 9)--1]=05x—1-B-X)=02x=4—>x=2
0

Realiza los productos que sean posibles entre las matrices A, By C.

30

10 2 1 4

A:[ ] B=|-1 2 c:( ]

21 -3 > 2 3 2
30 6
AB:[ / _6] B-A=|—5 2 -8
130 . 5

31

B.C=| 7 0 C~A:[_9 4 _14]
o 120

A - Cno se puede multiplicar, ya que la dimensién de Aes 2 x 3ylade Ces2 x 2.
C- Bno se puede multiplicar, pues la dimensiéon de Ces2 x 2 ylade Bes 3 x 2.
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014 | Determina la dimension de la matriz resultante de esta operacién y, después,

compruébalo efectuando las operaciones.
2 -1 0 2 1) (4 5 1
2'[3 0 1]+3'[3 0]'[2 1 3]
La dimension de la matriz resultante es 2 x 3.
2 -10 2 1) (4 51 (4 =2 0 6 9
2'[3 0 1]“'[3 o]'[z 1 3]_[6 0 2]“'[12 15
22 25 =3
42 45 1

015 | Comprueba si se cumple que A-(B4+C)=B-A+ C - A, siendo las matrices:

I I i

Sino es cierto, aplica correctamente la propiedad.
) -3 1 n 30 11 ] 0 1 1 1
2 =1 -1 1 -2 3) |1 0 3 =2
-3 ) 1 300(1 1) (-5 o 3 3) (-2
[ 2 —1'[—2 3]+[—1 w]'[—z 3]*[ 4 —1]+[—3 2]*[ 1

Laigualdad correctaes: A-(B4+C)=A-B+ A-C

R O S T PR S I

3

016 | Realiza la operaciéon B+ A + C - A, sacando previamente factor comun a la matriz A.

2 0

2 0 4 —1 3 2
A=|-1 3 B=|—-1 3 -5 c=| 2 0 —3
0 2 3.1 1 1T -1 5

{Qué propiedad has aplicado al sacar factor comun?

Para sacar factor comun aplicamos la propiedad distributiva por la derecha.
B-A+C-A=B+0)-A

2 0 4 —1 3 2 2 0 —1 3
B+C)-A=||—-1 3 =5|+| 2 0 -3 -1 =3|=|-1 =25
31 1 1T =1 5 0 2 8 12
017 | Calcula (A - B), siendo Ay B las siguientes matrices.
! 7 4 1
A=]0 3 B:[_5 8]
5 —4
7 ‘ 7Y

g) ! [_4 5].[1 0 5]7[31 5
5 4 1 8|7 3 —4 57 24

—27

)



SOLUCIONARIO 1

018 | Realiza esta operacion con matrices:
t
50 | R
19 -3 4+ 8 2 0
-3 7 2 3
50f01517,5]3o158
1 9] -||-3 4+[8 _2 o] :[o 9 _7] =3 4l+| 1 2=
-3 7 2 =3 2 -3 70
5 1 3 > ? 6 60
:[o 9 _7] - 6:[;7 33]
9 -3
019 | Completa la siguiente matriz para que sea antisimétrica.
a1l b
c 0 3
2 d e
a 1 b
¢ 0 =3|esantisimétricasia=0b=-2c=-1,d=3,e=0.
2 d e
020 | Estudia sila matriz A + B es simétrica.
3 4 1 1 4 1
A= 2 =2 1 B=|0 —2 1
—3 —3 0 3 30
3 4 1 1 4 1 4 8 2
A+B=| 2 =2 1[{+|0 =2 1|=|2 —4 2|noessimétrica.
-3 =3 0 3 =3 0 0 —6 0
021 | Completa los elementos que faltan en la matriz para que sus filas sean linealmente
dependientes.
3 -1 b 2
-9 a 0 ¢
Para que sus dos filas sean dependientes tienen que ser proporcionales, F, = XF,.
—9=3x] Xx=-3
a=-—\ a=3 3 -1 b 2 3 =10 2
- - -
0=0bx 0="»b -9 a 0 c -9 30 -6
c=2x c=-6
022 | Determina el rango de las siguientes matrices.
1T -1 3 0 1 -1 3
a) |2 1 -1 1 b)|2 —2 6
0 -3 7 -1 3 =39
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a)

023

Ninguna de las tres filas es proporcional a otra.
Comprobamos si alguna fila es combinacion lineal de las otras dos:

= =

2 2

1=2) 1 3
_ —1=—+p H=-=

F=Xh4ph— |- TR 2 - 2
3=—-XN+p 3:7i+u le

0=X—p 2 2

i 1

0= —— [

' *73

Como los valores de p son diferentes, el sistema no tiene solucion. Ninguna fila
es combinacion lineal de las otras dos, entonces las tres filas son linealmente
independientes y, por tanto, el rango de la matriz es 3.

T =1 3 0
Rango |2 1T =1 11=3
0o -3 7 =1

Como F, = 2F, y F; = 3F,, todas las filas son proporcionales. Luego el nimero
de filas linealmente independientes es 1y, por tanto, el rango de la matrizes 1.

T =13
Rango |2 —2 6|=1
3 -39

3 2 7
Calcula el rango utilizando el método de Gauss:| 0 —1 2
-5 30

3 2 7 3 2 7

3 27 o -1 2 o -1 2

0 -T2 5.0 19 3 73

-5 3 0 F3:F2+§Fw 0 — F37F3+%Fz 0 0 —

3 3 3

1 -3 5 7

024 | Halla el rango mediante el método de Gauss: |8 —3 —2 14

2 1T —4 0
-3 5 7 1 -3 5 7 1 =3 5 7

=3 =2 14|——|0 21 -4 —42|—— 0 21 -4 -2
1 —4 OfJf_f 3 (0 7 14 —14)K=h=3h 0 0 0 0
1 -3 5 7
Rango |8 -3 -2 14|=2
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Calcula, si es posible, la inversa de estas matrices utilizando la definicion.
a) 1 2 b) 3 =5
2 4 —1 2
a+2c=1 a+2c=1

2 4)lc d)7 0 1) 2a+4c=0[ " 2a+200=0
b+4d=1| 2b+2d)=1

El sistema no tiene solucion, luego no existe matriz inversa.

B S

2 [1 2].[(1 b]_[] o]_) b+2d=0| . b+2d=0

3a—5c=1 3a—5c=1 a=2
3b—5d =0 3b—5d=0 6c—5c:1}_) b=5
—a+2c=0 a=2c 6d—3—-5d=0 c=1
—b+2d =1 b=2d-1 d=3

2 5
1 3

BRI

Comprobamos que[ ]es la matriz inversa:

HEER R

Halla, si es posible, la inversa de esta matriz:| 3 11
0 10
2 =3 1) (a b c 1 0 0
3 1 1|-|d e f|=|0 1 O
0 10) (g h i 0 0 1
20—3d+g=1
;?:;fi’;fg 2a+9g=1 204 g=1 a=—1
a4 d + :O 2b+h=0 3a4+9g=0 b=1
7= 2+ i=3 2b+h=0 c=—4
—3b+e +h=1 - -
4 f 4 i=0 3a+9g=0 3b+h=1 g=3
B 3b+h=1 2+ i=3 =2
d=0 . ) .
3¢+ i =-1 3¢+ i=-1 =1
e=0
f=1
-1 1 —4
Comprobamos que| 0 0 1| es la matriz inversa:
3 =2 N
2 =3 1| [-] 1 —4 100
3 1T 1] O 0 11=10 1 0
0 10 3 =2 1 0 0 1
—1 1 —4] (2 =3 1 10 0
0 0 -3 1T 1|1=|0 1 0
3 =2 1110 10 0 0 1

39
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027

a)62
12 5

-3 7
b

(5 )
6 2| 1
F=F—27 (0 1]=2
1ol 2
— 6
fi=shi o 1]-2

Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de estas matrices.

J==lo -
_—
F=F=2F {0 1]=2

028 | Halla, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz:

30
2 3

0

3 3

3 2

|

_m
Il
Ao w|— w]—

M

Nl
Il
Rl

j_‘
I

wn

1

O w O O w

© ov|~ o o v|lrw|un |

(@]

100
3

0 0 1

1 0 0
2 4
3

2 1
9 3

3.3 2
2 4 4
238 B
2 4 4
2 1
9 3

1 3
2 4 4
13 5
2 4 4
1.3 9
2 4 4

4
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Clasifica las matrices y determina su dimension.

0 0 —2 3
A=01 2 2 B=|1 C=|—-4 3 1
7 2 0 1
300
D:[cz) (2)] E:; ?] F={0 1 0
0 1 1
1T 1 1
01 2
I I I A
0 0 2
A= (1 2 2)— Matrizfilade dimension 1 x 3
0
B =|1| — Matriz columna de dimensién 3 x 1
7
0 -2 3
C=|-4 3 1| — Matriz cuadrada de orden 3
2 0 1
2 0 -
D= [O 2] — Matriz diagonal de orden 2
10 ) )
E= [O 1] — Matriz unidad de orden 2
300
F=]0 1 0|— Matriz triangular inferior de orden 3
0 1 1
0o 1 2 . ) -
G= [_1 0 3] — Matriz rectangular de dimension 2 x 3
11 1
H=1[0 1 —3|— Matriztriangular superior de orden 3
0 0 2

4 —

0
8] — Matriz triangular inferior de orden 2

Una empresa de autobuses tiene tres lineas: A, By C.

El lunes salieron 5 autobuses en la linea A, 3 enla By 4 en la C. El martes salieron
2 autobuses enlalinea A, 1 enla By 4 en la C. El miércoles sali6 1 autobus
enlalineaA, 3 enlaBy5 en la C. Represéntalo en forma de matriz.

Lo representamos en una matriz de dimensién 3 x 3.

Las filas representan los dias de la semana: lunes, martes

y miércoles. Las columnas corresponden a las lineas A, By C,
respectivamente. Cada elemento de la matriz

es el nimero de autobuses.

— N w»,
w — w
U AN

411
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42

Una fabrica elabora dos tipos

de productos, X e Y, que vende a tres
empresas A, By C. Inicialmente
distribuia 1.000 unidades de cada
producto a cada una, pero en este

mes la empresa A recibié 600 unidades
de Xy 300 de Y; laempresa B

recibi6 400 unidades de Xy 800 de Y,

y la empresa C recibié 900 unidades
de X'y 700 de Y. Representa mediante
una matriz las disminuciones porcentuales que se han producido en la distribucion
de los productos a estas empresas.

Las filas corresponden a cada tipo de empresa, A, By C, y las columnas
corresponden al tipo de producto, X e Y. Cada elemento de la matriz
es la disminucion porcentual de la produccion.

100—100~ﬂ=40 100—100~ﬂ=70

Py 0 0 70
100 —100- —— =60 100 —100 - —— =20 60 20

1.000 1.000 10 30
100—100-&:10 100—100~ﬂ:30

1.000 1.000

¢Son triangulares las siguientes matrices? ;Por qué?

320 300
01 4 [O 4 2] 01 o0
0 1 1 100 9 0 1
3 0
0 4| No, porque ni todos los elementos situados por encima de la diagonal
0 1 1) principal, nitodos los situados por debajo, son cero.
? g (2) No, porque no es cuadrada.
300
0 1 0fSi, porque todos los elementos situados por encima de la diagonal
9 0 1)soncero.

Pon dos ejemplos de estas matrices:
a) Matriz columna c) Matriz diagonal e) Matriz triangular superior
b) Matrizfila d) Matriz cuadrada f) Matriz triangular inferior

Respuesta abierta. Por ejemplo:

-8 200 3 -2 3
a | 1 glo 50 e |0 31
0 00 7 0 0 1
300

b) (3 —2 9 T fHl=2 3 0
02 31 7
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Halla los valores de a y b para que las matrices sean iguales.

1 b 3 1 5 3
A=|3 1 0 B=(1—a 1 0
9 4 1 9 4 1
T b 3 1 5 3
3 1 0|=(1—a 1 0|>b=5a=-2
9 4 1 9 4 1

Considera las matrices:
0 1

R 3

Comprueba con esas matrices la propiedad conmutativa de la suma.

9 1
B_[1 8

01 6+9 T 6]_(9 2 12
-1 4 3/ (1 8 —=9) |0 12 -6
9 1 6+ 0 1 6]_[9 2 12
18 -9 -1 4 3 0 12 -6
05 5 5
Considera las matrices A=|—4 1|yB=[|4 —2|.
13 2 3

05 (5 5 (=50
A—B=|-4 1|-|4 -2|=|-8 3
13 2 3 (=10
5 5 05 (5 o0
B—A=|4 —2|—|-4 1]|=[8 -3
2 3 13 1o

A — By B — Ason matrices opuestas.

. . 1T —1 4 01 2 -2
Considera las matrices: A = = =
S M I - I
Calcula.
a) A+B—-C ¢ —A—B+C e) A—B—0)
b) A—B+C d —A+B+C f) C—(A+B)
3 -1 4 -3 30
A —C= —A =
D A+B-C [O - 3] d) —A+B+C [_2 ; 3]
b A—B+C=|"" VA4 g Aa_@-0)=A—B+C=]|"
Lo 33 n -
g —A-B+c=|2 1V fHc_a+B=—A-B+C=|"
05 =3 N N

1
0

1

2

4 3

3
0

1
3

1
5

|

43
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038 | Determina una matriz X que verifique: A+ X =B, siendo A = [_6 1 2]

01 2
B = .
Y [193]

A+X:B%X:B—A:O]2—76]2:6O 0
19 3 -1 0 4 2 9 -1

039 | Considera las matrices:

3 0 2 11 41 =2
A=[4 8] B=[_1 0 3] c=|o0o 5 =3
- - 10 2

Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) AB b) BA ) AC d) BC

301(=2 1 1) (-6 3 3
2 AB:[4 78]'[71 0 3]:[ 0 4 720]

b) No se pueden multiplicar By A, ya que la dimension de Bes 2 x 3y lade A

es2 x 2.
c) No se pueden multiplicar Ay C, ya que la dimensién de Aes 2 x 2ylade C
es 3 x 3.
PRI 7 33
M.cz[f1 ! 3].0 5 3 :[f] : 8]
B 00 2 VT

040 | Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa multiplicando estas matrices:

2 0 =2 1 2 1

A=|1 5 3 B=([5 1 =3

2 0 2 00 2
2 4 =2 6 10 -6
AB=126 7 —-20 BA=|5 5 —-19
2 4 6 4 0 4

041 | Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices
con respecto de la suma utilizando estas matrices.

O F R O I
e I B
IR e

=l -+ (76 3J=[2

AB+ AC =

—_—
>~ w
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SOLUCIONARIO 1

Expresa la condicién que tienen que cumplir dos matrices My N para que pueda
realizarse su suma. Y, si lo que pretendemos es multiplicarlas, ;qué condicion deben
cumplir las matrices?

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 1. Pregunta 2)
« Para que se puedan sumar dos matrices estas deben tener la misma dimension.

« Para que se puedan multiplicar dos matrices el nimero de columnas
de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.

Con las matrices: A = [1 _1], B= [2 O] yC= [_1 0], calcula, si es posible:
3 =2 1 4 —4 1
a) 2A—3B b) 2A-3B c AB+CQ) d) A—3B
4 2 (4 -5
a) 2A—3B:[ 3 —16] Q A(B+C)—[9 _10]
6 —24 -5 —1
2A-3B = A—3B8=
b) 38 [24 —48] @ 38 [ 0 —14]
1 10 12 0 1
Con las siguientes matrices: A = [ - ], B=| 0 5|yC= [ - ],
. . 0 —2 3 2 6
calcula, si es posible: 3 8
a) ABC b) 2AB c AB—C) d) B-3C
-1 =3} (0 -1 -6 =17
2 ABC_(AB)C_[ 9 14]'[2 6]_[28 75]
-1 2
2 =2 0 -2 -6
2 2AB‘[0 -4 6]' 2 2[18 28]

c) No se puede realizar esta operacién ya que By C no se pueden restar
por no tener la misma dimension.

-1 2 12
[0 _3] 39

d B-3C=| 0 5/ =30 90
38 6 18 48 135
3
Calcula ABy BA, siendo las matrices: A=(1 —3 —1 2) B= (1)
(La Rioja. Septiembre 2000. Propuesta A. Ejercicio 2) )
3
MB=0 -3 -1 2. '|=—4
0
-2
3 3 -9 -3 6
pai=| o 3 1 9= | 3 1 2
0 0O 0 0 0
-2 =2 6 2 —4
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046 | Sea A unamatrizm X n.
a) ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ;qué dimensién

tiene?

b) ;Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si existe,
(qué dimension tiene? 11

¢) Busca unamatrizBtalqueBA=(0 0),siendoA=|0 1|

00

a) Para que BA sea una matriz fila, la matriz B tiene que ser una matriz
de dimensién 1 x m, y la dimension del producto es 1 x n.

b) Elndmero de filas de la matriz AB no depende de la matriz B, sino que es igual
al numero de filas de la matriz A, que es m. Solo es posible obtener una matriz

fila si A es también una matriz fila.
c¢) LadimensidéndelamatrizBes1 x3—=B=(@ b o).

1
BA=(a b ¢)-|0 =(a a-+b)
0

1
1
0
(@ a+b)=0 0)—>a=0,b=0
B=(@ b ¢)=(0 0 cconceRr
. 1 —1 1 1
047 DadaslasmatrlcesA:[ ]yB:[ ]:
2 —1 4 —1

a) Calcule ABy BA.
b) Compruebe que (A + B)> = A> 4+ B2

T =1 (1 1 -3 2 1 N =1 3 =2
2 AB’[Z —1]'[4 —1]’[—2 3] BA’[4 —1]'[2 —1]’[2 —3]
b) (A+B)? = A>+ AB+BA+B’
Como en este caso, AB= —BA, entonces se cumple (A + B)* = A” + B,

0 0 —2 0 1 1
048 | ConlasmatricesA=|1 4 —1|lyB=|5 1 =3|,
2 0 0 00 2

calcula (A + B)?y A* + 2AB + B2, ;Por qué no coinciden los resultados?
;Cudl seria la férmula correcta para el cuadrado de una suma de matrices?

01 =10 1 —1 4 5 —6
(A+B?=|6 5 —4|-|6 5 —4|=[22 31 —34
20 22 0 2 4 2 2
-4 0 0 0 0 -8 5 1 —1
A+2AB+B°=| 2 16 —6|+|40 10 —26|+|5 6 —4|=
0 0 —4 0 4 4 10 0 4
T 1 =9
=147 32 -36
0 4 4



SOLUCIONARIO 1

Como el producto de matrices no es conmutativo, el célculo correcto serfa:
(A+BY =A +AB+BA+ B’

Lo comprobamos calculando de nuevo el segundo miembro:
-4 0 0 00 -4

A +AB+BA+B>=| 2 16 —6|+|20 5 —13|+
0 0 —4 0 2 2
3 4 -1 5 1 =1 4 5 —6
+ =5 4 —=11{+|5 6 —4|=(22 31 —-34
4 0 0 0 0 4 4 2
— 2 2 —1 100
049 | Se consideran las matrices: A=|—1 —1 1 I=(0 1 0
Se pide: -1 =2 2 0 0 1
a) Hallar (A — 1)
b) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.
(Madrid. Afio 2006. Modelo. Opcion B. Ejercicio 4)
1 2 -1 1 2 =1 0 0 0
a (A-D*=|-1 =2 "Hl—=1 =2 11=10 0 O
-1 =2 =1 =2 1 0 0 0

b) (A—I?=A"—2A+=0— A" =2A-1— A" = QA1)

3 4 =213 4 -2 5 8 —4
AP=QA-IP=|-2 =3 2| |-2 -3 2|=|-4 -7 4
-2 —4 3)|-2 -4 3} |-4 -8 5

050 | Sean M =

o O o
o O -

1
1]y N =M + I, donde I denota la matriz identidad de orden n.
0

Calcula N*y M3,
(Galicia. Junio 2001. Bloque 1. Pregunta 1)

T 1 1 {1 11 12 3
N*=]0 1 1/-|0 1 1|=|0 1 2
0 0 110 01 0 0 1
O 1 110 1 130 1 1 0 0 11{0 11 0 0 O
M*=|0 0 1/-]0 O 1[-/]0 0 1|=|0 0 0[-|0 0 1|=|0 0 O
0 0 0J{0 0 0JlO 0 O 0 0 00 0 O 0 0 O

051 | Sean A una matriz de dimensién 5 X 3, B una matriz de dimensién m X ny C
una matriz de dimensién 4 X 7. Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
icuales son las dimensiones de By de ABC?

Para poder obtener el producto, B tiene que tener tantas filas como columnas
tenga A y tantas columnas como filas tenga C. Es decir, la dimensién de Bes 3 x 4
y la dimension del producto ABCes 5 x 7.
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052 | Dadas tres matrices A, By C, se sabe que ABC es una matriz de dimensién 2 x 3
y que BC es una matriz de dimensién 4 x 3. ;Cudl es el orden de A?

La dimensién de ABC es 2 x 3 — El numero de filas de A es 2 y el nimero
de columnas de Ces 3.

La dimensién de BC es 4 x 3 — El nimero de filas de Bes 4 y el nimero
de columnas de Ces 3.

Las matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de A es igual
al nimero de filas de B — La dimensién de Aes 2 x 4.

053 | SealamatrizA = [; :] Calcular A™.

O I L R
or=(s )

] y sea n un numero natural cualquiera.

e

En general: A” = [(])

054 | SealamatrizA = [; (1)

Encuentra el valor de A" para cada ny halla A>*® — A%,

I o A I A

En general: A" = VOl oo 10| T 0|0 0
3n 1 1050 1 750 1 300 0O
010
055 | SealamatrizA=|0 O 1| Encuentra laregladel célculo de las potencias sucesivas
100
de A, es decir, de A" para cualquier nimero natural n.
010 01 0]{0 10 0 0 1
A=|0 0 1 A*=]0 0 1[-|/0 0 1|=|1 00
100 10 0J |1 0O 010
00 110 10 1700
A =10 0[]0 0 1|=]|0 1 0|=1 A*=IA=A
0101 0O 0 0 1

Asi, si dividimos n entre 3 tenemos n = 3p + g, donde g, el resto al dividir n entre 3,
es un numero natural menor que 3.

A sig=1
AT = AT = APAT = JAT = ATy AT = A7 sig=2
I sig=0
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b) A* =2A°
At = AA = MA? =24 = 2. 247 = 2°A?
A =2A7
4 4 —4 11 -1
Engeneral: A" = 2" A2 =2"2 |4 4 —4|=2"-1 1 —1
4 4 —4 11 -1

059

060

061

50

11 .
SeaA= [0 2]. Calcula A"

=6 )

A3:A2A=[g i][g ;]:[g) ;]

En general: A" = b2l
0 2"

. 1 a
Sea la matrizA = {0 1].

|

a) Para cada numero natural n, hallar A".

b) Calcular A2 — 12A% + 2A.

(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque A. Cuestion A)

1 a 1
) A:[o 1] Azz[o

5 o4 ] 20.1
A_AA_[O 1o

1 na

En general: A :[O :

b) A” —12A2+2A:[

Az_[1 1

A4:A‘°’A:[

0 2

1

o 3)-|

0 a O
Dadala matrizA=|0 0 a|.Hallar A" para todo entero positivo n.
000

(Aragon. Junio 2001. Opcion A. Cuestion 1)

0 a 00 a O
A2=]0 0 al|-|0 0 a
0 0 0)J(0 O O]
0 0 a 0 a 0
A=|0 0 0{-|0 0 a
00 0Jl0O 0O
A sin=1
A" =1A% sin=2
0 sin>3

o oo OO
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SOLUCIONARIO 1

00 1
SealamatrizA=| 0 a 0l.
-1 0 =2

Halla el valor o los valores de a para que se cumpla la identidad A> + 2A +1=0,
siendo I la matriz identidad de orden 3y 0 la matriz nula de orden 3.

(Aragon. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)

-1 0 =2
A= 0 a ©0
2 0 3
0 O 2
2A=| 0 2a 0
-2 0 —4
-1 0 =2 0 0 2 100 (00O
A’4+2A+1=0-| 0 a* Of+| 0 2a 0O|+|0 1 0|=|0 0 O
2 0 3 -2 0 —4 0 01 000
0 0 0] (0 00
—[0 d°+2a+1 0|=|0 0 0|>d*+2a+1=0—>a=—1
0 0 0 000
Sean A, I'y B las matrices dadas por:
0 11 100 6 —3 —4
A=]1 1 0 I=|0 1 0 B=|-3 2 1
100 0 0 1 —4 1 5

Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ;Existe algun valor de X € R tal
que la igualdad (A — X\I)? = B sea cierta?

En caso afirmativo, hallar dicho valor de \.
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque A. Cuestion A)

I 1
A-XN=|1 1=X 0
1 0 =X
- 1 TY (=N 1 1 N4+2  =2N+1 =2\
A=XD"=|1 1=x 01 1=X 0 |=[-22x+1 X=2x+2 1
1 0 X1 0 -\ -2\ 1 N 41
N H+2 =2+ =2\ 6 —3 —4
(A=N) =B—=|-22+1 N=2x+2 1 |=[-3 2 1
N 1 N4+1 =4 1 5

lgualando el elemento a;; de las dos matrices: —2Xx = —4 > X\ =2

Comprobamos el resultado para los demas elementos.

N2 DT =) [ 603 4
N1 N =2Z42 1 |3 2]
—2X 1 N1 -4 1 5
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064 | Demuestra que la matrizA = [? ;]verifica una ecuacion del tipo A+ aA + 31 =0,

determinando o y 3 (I denota la matriz identidad).

S I O O B
A2+0LA+BI:Oe{i ;L]JFO"[? ;]’LB'[A ?]:[8 8]

[5+2u+8 4+ ]_[o o]

44a  S5+2a+8) |0 0
5420+B=0 a=—4
-
4+a=0 B=3

065 | Sean Iy A las matrices cuadradas:

I— 10 A= 17 29
0 1 —10 —-17
Calcular, escribiendo las operaciones necesarias:

a) Las matrices A%y A°.
b) Los numeros reales o y 3 para los que se verifica (I + A)> = oI + BA.

oo 7 W17 W (-1 o
—10 =17} |=10 =17 0 -1
17 p]

S AZA2A () (—]) . A — A—
A =AAA=(D-(-)-A=A [—10 17

b) U+A’ =I+A)-U+A)-U+A=U+A)-I+2A+A)=1+3A+3A+ A =

=1+3A+3A"—A=1+2A-31=2A-2I
(I+ AP =al+pA siendoa=2yB=-2

066 | Calculala matriz traspuesta de cada una de estas matrices:

0 5 —4 3
A=(01 7 2) B=11 C=|—-4 31
7 2 8 9
4 0 o1 7
D: E:
o 3 257
1 5 4 2
Al =17 B'=(0 1 7) C=|-4 3 8
2 3 19
0 -1
D‘:[g 2] F=1 9
7 3
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068

SOLUCIONARIO 1

—1

2
| i =
Con las matrices A [0 4

0 —1
] yB= {3 1], comprueba que se cumplen
las siguientes propiedades.
a) (A)Y=A
b) (A+B)=A"+B"
C) (AB)'=BA!

wwr-(3 Y-

Determina qué matrices son simétricas o antisimétricas, y realiza los célculos
que se indican, si es posible.

2 1 =2 2 0 01 =2 10 1
A=l 15 3 B:[O 2] C=[-1 0 3| D=0 1 E:[_1
-2 3 2 2 3 0 11
a) A'C ¢ (B+E) e) AC!
b) CD* d) DD! f) (GE)

Son simétricas las matrices Ay B,y es antisimétrica la matriz C.

21 =2 01 =2 -5 -4 -7
a) AC=| 15 3|-|=10 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2 23 0 T 4 =5

b) No se puede multiplicar CD"ya que la dimensién de Ces 3 x 3y lade Df
es2 x 3.

9 <B+E)f:[ ’ 1] =[3 ‘1]

-1 3 13
10 101
d)DDf—O1-[é?1]:O11
11 112
21 =2 0 —12 5 4 7
e) ACt 15 30| 1 03|=[=1 =10 17
23 2/|-2 =30/ (-1 -4 5
3 3 (3 -3
to__ —
oeer=[ 3 Y-

53
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069 | Responde a estas preguntas.
a) ;Existe siempre el producto A - A, siendo A una matriz cualquiera? ;Por qué?

b) ¢El producto de dos matrices simétricas de la misma dimensién es también
una matriz simétrica? ;Por qué?

a) Si, porque sila dimensién de A es m X n entonces la de A'serd n xm,
y por tanto, la dimensién de la matriz producto A'’Aserd n x n.

b) En general, no, porque (AB)" = B'A" = BA.

070 | Sean A, By C tres matrices tales que su producto ABC es una matriz de dimensién
3 X 2y su producto AC' es una matriz cuadrada, siendo C'la traspuesta de C.
Calcula, razonando la respuesta, las dimensiones de A, By C.

dimensién (A) =mxn dimension (B) =p x g dimension (C) =rxs
dimension (ABC) =3 x2—-m=3ys=2,n=pyqg=r
La matriz AC" es una matriz cuadrada »>n=sym=r.

dimension (A) =3 x 2 dimension (B) =2 x 3 dimension (C) =3 x 2

071 | En cada una de las matrices, determina mentalmente cudl es el mayor nimero
de filas y de columnas linealmente independientes.

0 14 5
A=(1 2 3) B=|1 c=|2 57
3 36 9
13 4
20 20 6

D= E= —
[02] [—10—3] F=j0 00
2 6 8

A=(0 2 3)—1filay1columna

0
B=|1|—>1filay 1 columna
3

1 4 5
C=12 5 7|—2columnas(12y 22y 2filas
36 9
D= [2 O] — 2 columnasyy 2 filas
0 2
2 0 ©
E= i
[_1 0 _3] — 1filay 1 columna
1 3 4
F=]0 0 O0|—1columnay1fila
2 6 8



SOLUCIONARIO 1

072 | Calcula el rango de las siguientes matrices.

1 =2 140 0o 1 =2
A=|-2 4 B=(-1 3 2 C=(-1 0 =3
3 6 2 20 2 3 0
210 1 2 3 45
D=]—-1 0 1 E=]0 1 12 3
340 12 =1 3 4

El rango de A es 2 porque la segunda columna es proporcional a la primera.

T 0 O
140 100 17 0
i A Irerarroad RSN iy g 12
220 22| 2 -6 0] G=G-26 2—67
Como esta matriz es escalonada por columnas, Rango (B) = 3.
01 =2 1 0 =2
C=|-10 =3]|—— |0 =1 =3
23 092913 2 o0
1 0 =2 1 0 =2
ER— 0 -1 =3 P 0 —1 =3, luegoRango (C) = 2.
3 3 1 0 2 6 3 3 2 O O O
210 20 17 20
D:—101W —11@0—11
340 777 30/°° "l0-50
1T 2 0
—— 10 —1 1{— Rango (D) = 3.
F,=F,+5F,
0 0 =5
1 2 3 45 1 2 3 4 5
E=|(0 1 1 2 3 m) 0 1 1 2 3
1 2 =1 3 4] 2 V|10 0 -4 -1 -1

Como esta matriz es escalonada, Rango (£) = 3.

073 | ;Cual es el mayor nimero de columnas linealmente independientes

1 0 2
delamatrizA=|0 1 107
2 —1 3
1 0 2 1 00
0 11m0 10
2 =1 3] =2 "7 72 =10

Como el rango por columnas es 2, solo hay dos columnas linealmente
independientes.
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074 | Sabiendo que el rango de la siguiente matriz es 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 —1

—11 —4 a
1 0 1 1 0 0 1 0 0
[ iroveronwed BRI rovrosnrad IR
—11 —4 a =11 —4 oag+11 2 2 =11 —4 ag-5

Para que el rango sea 2, como esta matriz es escalonada por columnas, el término
a— 5 debe ser cero; luego a =5.

075 | Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 -2 3 0
A=|2 30 —1
4 —1 6 a
T =23 0 T -2 3 0 1T =2 3 0
2 =hTeh _ 3=h7h
4 -1 6 a F=F,—4F, 0 7 —6 a 0 0 0 a+1
Para que el rango sea 2, el término a + 1 tiene que ser cero, luego a = —1.
-3 1 6
076 | Halla el valor de k, si existe, para que elrangode lamatrizA=| 5 k —10]|seal.
113 =2

La tercera columna es proporcional a la primera, luego el rango es, a lo mas, 2.
Para que sea 1, la segunda debe ser proporcional a la primera, pero esto

: . 1/3
es imposible porque: —3 = T
Luego no hay ningun valor de k para el cual el rango sea 1.

077 | Discutase, segun el valor de g, el rango de la matriz:

1 21
A=|2 1 3
01 a
12 12 é § 1
01 a2 27710 1 af =t36H 0 0 a+—
1
« Sia= 3 — Rango de lamatrizA es 2.

) 1 )
« Sia= 3 — Rango de lamatriz A es 3.
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SOLUCIONARIO 1

Calcula el rango de A, segun los valores 123 a
del pardmetro a. A=12 4 6 8
(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 3) 369 12

12 3 a 12 3 a

2 4 6 = 0 0 0 8-2a

36 9 12 Fizé—%: 0 0 0 12—3a

« Sia=4 — Rango de lamatrizAes 1.

« Sia =4 — Rango de la matriz A es 2. El rango no puede ser 3, pues las dos
ultimas filas de la matriz son proporcionales.

Calcule el rango de la matriz A en funcién

, 1 k 1 2

de los valores del pardmetro k. A=| 2 0 -1 1

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 1. Cuestion A) —1 1 10
1T k 12 -1 1 10 —1 1 10
2 0 =11 oF 2 0 -1 1m> 0 2 11
11 10Tl k1T 2J AR L0 k+1 202

3 3 1

-1 0 1 1 -1 0 1 1
— 0 1 1 2 |——| 0 1 1 2
“o% 1 o2 2 ke PR Lo 0 0 kot

» Sik=1—Rango de la matrizAes 2.
+ Sik=1—>RangodelamatrizAes 3.
k
1

1 1
Discute el rango de la matriz A = 2 k| segun los valores de k.
30

—1
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 4)

kK 11 -1 3 0 —1 3 0
_ 190 > =h Th
130 kot pZede Lo sk
-1 3 0
0 5 k
Al I VR
5 5
31— 0s Wt k_s—0 k= T1EYE
5 5 6
. Sik—_H_6\/a o k—_1_6\/a—>RangodelamatriersZ
. Si/<:z:]+6\/a y k¢16\/a—>Rangodelamatrier53.
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081

082

083

SealamatrizA=14 1

Calcula el rango de A segun los distintos valores del parametro real a.

seran todos cero.

« Sim =3 — Rango (A) = 2, las filas 2.* y 3.* son proporcionales.
« Sim=—-2ym=3—Rango (A) =3

1 0 -1

—m|. Determine los valores de m para que los
0m 3

Rango (A) < 3. ;Puede ser Rango (A) = 1 para algun valor de m?
(Catalunia. Afio 2006. Serie 3. Cuestion 4)

58

3

2 2 a 0
—1 0 -1 3 T -1 3 -1 0
5 a+4 —4 3 o 5 3 —4 a+4
-1 3 =1 0 -1 3 -1 0
e 5 3 —4 a+4 é:é+5é 018 -9 a+4
-1 3 —1 0
0 8 a—?2 0
F=F—2F 9
3ThTYR 0 0 —1(0—6) a+4

El rango de la matriz A es siempre 3. El parédmetro a no puede ser al mismo
tiempo igual a 6 e igual a 4, entonces los elementos de la Ultima fila nunca

2 1 m
Discutir, en funcién del nimero real m, elrangode lamatrizA=|1+m 2 3|
-2 =1 2
(Castilla y Leén. Septiembre 2007. Prueba B. Cuestion 1)
2 T m 2 1T m 1 2 m
<~ <~
-2 -1 2 27 1+m 2 3) 2 1+m 3
1 2 m 1 2 m
= <~
F=f-2r 0 m=3 3-2m} = " (0 0 m+2

« Sim = —2 — Rango (A) = 2, todos los elementos de la Ultima fila son 0.

10 10 —1 10 —1
=F — =F.—-m
Om 3] 7% 110 m 3 20 0 m—4m+3



SOLUCIONARIO 1

«+ Sim=1om=3—Rango (4) =2
« Sim=1ym=3—Rango (A) =3

El rango de la matriz no puede ser 1, ya que sus tres filas no son proporcionales
para ningun valor del pardmetro m.

084

085

ConsideralamatrizA=|m m? m?|. Hallalos valores de m para los que el rango
2

deAesmenorque3. \Mm m m

(Andalucia. Junio 2008. Opcion B. Ejercicio 3)

1 1 1 1 1 1
m m* m|———=|0 m-m m’—m
m m m

m
F=F-mr (0 0 m?’—m

mz—m:0—>{m:0
m=1
« Sim=0om=1-—Rango (A) =1
« Sim=0om=1-—Rango (A) =3

a 0 b 0
b+1 a 00

Sea A= .
ea 0 b+10 a
0 0 a b

a) Prueba que, para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales de a y b para que Rango (A) = 3, y otro par
de valores ay b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcion A)

0 b o a O b 0
a
b(b 41
b+1 a 0 0 0 a — b+ 0
0 b+1 0 a|li_. oe1. a
0 o a bl |0 b 0 a
0 0 a b
a 0 b 0 a 0 0 b
0 bb+1) 0 0 0 bb+1)
a a
FB:FS_%FZ 0 0 b(b+1)2 GoG 0 b(b+])2
a’ a?
0 0 a b 0 0 b a
’ i b(bb+1) @00 b
0 a O e 0 g _bb+1)
a
—_— b(b + 1)? —
F,=F, _%Fg 0 0 a T F,=aF, 0 0 a b(b ‘lz- 1)2
a
2 2
000 q-20FD 00 0 a'—bb+1p
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a) » Sia=0—Rango (4) > 3.

0 0 b 0
« Sia=0—- A= bEJH b(-)H 8 8 para cualquier valor de b al menos
0 0 0 b

hay 2 filas distintas de cero y que no son proporcionales — Rango (4) > 2.

b) -Sia:ﬁyb:1

a 0 0 b
0 a0 _blb+1) J2 0 o0 1
R a a=v2.b=1| 0 N2 0 —/2
blb+1) o o0 V2 2
0 0 a _—
a’ 0 0 0 0
0 0 0 a*—=bb+17
Rango (A) = 3, pues a* — b*(b +1)> = 0.
a 0 O b
0 a0 bo+1 1000
P _ a a=1,b=0_10 1 0 0
S|a_1yb_0%0 . bl + 17 —>O 01 0
a pe 000 1

0 0 0 a" —bb+17

En este caso el rango de la matriz es 4.

086 | Sean las matrices A=| ' ! yB= 1o
4 2 4 1

Vemos que ambas tienen rango méximo, o sea 2. Determinar los valores de c tales
que la matriz A 4 cB no tenga rango 2. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

1 10 (14c -
[4 2]“'[4 —1]*[4(1“) 2—c]

1+ ¢ —1 1+c¢ =1
4(1+c) 2—c) /L=FK—4A 0 6-c
« Sic=—10c=6,elrango de la matrizno es 2.

-Sic=—-1-—Rangodela matriz[g _;] es 1.
_Sic=6->Rangodelamatriz| . s
- 9 28 —4) "

) | 1+c —1
. S\c¢—1yc¢6—>Rangode|amatrlz[4(]+c) 2_C]esz.
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088

SOLUCIONARIO 1

Sean Ay B las matrices:

1 0 1 0 1 1
A=[0 2 O B=[1 1 0
110 0 0 2

Es facil comprobar que ambas tienen el maximo rango, o sea 3. Pero ;qué ocurre
si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matrizA + X\B
segun los valores del parametro .

(Aragon. Septiembre 2002. Opcién A. Cuestion 1)

1 0 1 0 1 1 1 N T+ X
0 2 O[+X-|1T 1 0|=[X 24+X O
1T 10 0 0 2 1 1 2
1 N T+ X 1 N T+ X
1 1 2N é;éiﬁ‘ 0 T—X\ A—1
T 142X T+ X
ﬁ) 0 272>\2 *>\*>\2
e =1
T 142X T+ X 1 T4+ 2\ T+ X
0 2=2X X=X|=]0 204N1=X) =T+ N)
0 0 A—1 0 0 A—1
1 3 2
+ Six=1—->Rango|0 0 —-2|=2
0 0 0

1T =1 0
+ SiA=—-1—>Rango|0 0 0|=2
2

0 0
1 DN
« Six=1yx=—-1—>Rango({X 2+X 0 [=3
1 1 2
. o -2 20 .
Dadas las matricesA=|1 —1|yB= , ies cierto que
5 5 3 —1 1

Rango (AB) = Rango (A) - Rango (B)? Justifica tu respuesta.

(Canarias. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 3)

10 -22 0
AB=|1 —1 [_é _? ?]: -5 3 -1
2 2 22 2

Rango (AB) < 3,Rango (A) = 2 y Rango (B) = 2 — Es imposible que se verifique
laigualdad.
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089 | DadalamatrizA = 1.0 0.
010

Encuentra dos matrices, By C, de tamafio 3 X 2y de rango 2, tales que el rango
de ABsea2yelrangode ACsea 1.

oo %0 (e b
lc d|=
010 c d
e f

Respuesta abierta.

T2 .
« SiB=10 3—>AB:[ J—)Rango(AB):Z
0 3
5 6
12 -
+SiIC=|0 0|—> AB= — Rango (AC) =1
3 0 0

090 | Una matriz cuadrada de orden 3 tiene rango 2.
a) ¢Cual es el rango de la matriz que resulta al quitar una fila?
b) ;Cudl es el rango de la matriz que resulta al eliminar una columna?
¢) ¢Qué sucederia en los casos anteriores si el rango de la matriz inicial fuera 3?

a) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una fila que depende linealmente
de las otras y es 1 si las dos filas que dejamos son proporcionales.

b) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una columna que depende linealmente

de las otras y es 1 si las dos columnas que dejamos son proporcionales.

c) Eneste caso, el rango siempre seria 2, porque las dos lineas que dejamos
son siempre linealmente independientes.

091 | Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

10 1 1 00
A:[?‘j{] B=|—1 2 3] c=lo 1 0
o 2 0 —1 0 0 1
Aplicamos el método de reduccion o de Gauss-Jordan:
2 =411 0 1 =2112 0 1 =211/2 0
a) e —
—1 410 1) 1 (=1 40 1) E=RtETl0 2[1/2 1
2

1 [
F==F

1 —2‘1/2 0
Eg

e
0o 114 1/2] F=F+2F

T 01 1
0 11174 12

. ) 1 1
La inversa de la matriz A es: [1/4 V2]
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093

SOLUCIONARIO 1

10 11100 10 1 100
b) | =1 2 3010?)024110
20 —1{00 1 £Z¢5 00 =3]—2 01
T o0 11 0 O 100 1/3 0 1/3
—1>O121/21/2 OTO]O—5/61/22/3
E==hH 0 0 1|23 —13) f_f 5 (00 1] 23 0 —13
1
@Z*;Fs
/3 0 1/3
Lainversa de la matrizBes:|—=5/6 1/2 2/3
273 0 —1/3
¢) Como la matriz C es la unidad, su inversa es ella misma.
1 2 1
Halla lainversade lamatrizA=|0 1 1}
2 10
(Navarra. Junio 2004. Grupo 1. Opcion B)
1T 2 111 00 1 2 1 1 0 0
0O 1 110 1 0 ﬁ) 0 1 1M1 0 1 0
2 10/0 0 1) 70 =3 =2|-2 0 1
1 0 -1 1 =2 0 1 0 0] —1 1 1
fi oo =2 3 1) oo -2 3
—1 1 1
Lamatrizinversade Aes:| 2 -2 -1
—2 3 1
1 2 =2
Calcular, si es posible, la inversa de la matrizz A = | —1 3 -1
(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestion A) 0 =2 1
1 2 =2|100 1T 2 =2/100
-1 3—1010ﬁ>0 5 =31 10
0 -2 100 1" " o 2 1001
1 0 —4/5|3/5 =2/5 0 10 0 |—-1 =2 -4
—2>05—3 1 1 OWOS 0 |=-5 =5 =15
F=h=" R0 0 —1/512/5 2/5 1) F_f 155 (0 0 —1/5]2/5 2/5 1
F=f+2h
10 0 |—-1 =2 —4
ﬁ 01 O |—-1 =1 =3
fi=2h 00 —1/5/-2 =2 =5
F,==5F,
-1 -2 —4
La matrizinversade Aes:|—1 —1 =3
-2 -2 =5
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094 | Dadas las matrices A = [_: g] yB= [ (1) _§] calcula (A=")""y B~'B.

{Por qué se obtiene este resultado?

Por la definicion de matriz inversa: (A™") 'A~! = I multiplicando a la derecha
por A los dos miembros, se obtiene (A™) ™' = A.

Por definicion de matrizinversa: B~'8 = 1.

095 | Sean las matricesA=| 2 —* yB= 12
—1 4 0 1

a) Comprueba que (AB)"'=B""A"".
b) Calcula (897, de la manera mas rapida posible.

L (20" (12 0 (V=1 )12 0
2) (AB) _[—1 z] _[1/4 1/2] g _[o 1] [w 1/2]_[1/4 1/2]
o e p (1 =2) (1 =2) (1 —4
b) (B = (BB)" = BB _[o 1] [o 1]_{0 1]

096 | DadalamatrizA = [; i] calcula (A'A7")* A.

(AA ) A= AATAATA = AAA

a6 _w] : 4] [ -7 )

1T -1 2
097 | Comprueba que lainversa de la matrizA = |0 2 1] eslamatriz
-1 -3 5 [
A= o1
412 2 =2
Para comprobar que una matriz es la inversa de otra, basta con multiplicar
las matrices y ver que el resultado es la identidad.

1 -12) (=13 5) (400 (100
AAT =10 2 1l-—|=1 1 1l=—1o0o 4 o|=]0 1 0
11 1) 40 2 2 —2] 4o o 4] lo o1
—1 3 5| (1 =12 (400 (100
Ala=—|-1 1 1|lo 2 1==|o 4 o|l=|0 1 0
4122 =21 11 “4lo o 4] lo o1
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SOLUCIONARIO 1

1 2 m
ConsideralamatrizA=|1 1 m| donde m € R. Determina para qué valores
m 0 1

de m la matriz A es regular (inversible).
(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcion B)

1 2 m|1 0 O 1 2 m 1 0 0
m 0 1/0 0 1 g_g pe (0 =2m 1—m’|-m 0 1
1 m | —1 2 0
0 - 0 -1 1 0
R=f+2F
f=F—2mr, \0 1

1
—m> 0 — 0 —1 1 0
F=him25 o 1—m? m —2m 1
T 0 0|=1/(0=m?) 2/0—=m?) —m/(1—m?)
— |0 1 0 1 —1 0
F=-F 2 2 2
P 0 0 1 \m/0=m?) =2m/(0—m*) 1/(0—m?)
371*/’772 3

La inversa, si existe, de la matriz A es:
—1/0=m?)  2/(0—m*)  —m/(1—m?)
ATl = 1 —1 0
m/(1—m?) —=2m/(0—m?)  1/(01—m?)
Para poder calcular la inversa tenemos que dividir entre (1 — m?), luego esta

expresion no puede ser cero. Es decir, la matriz A es invertible cuando
(I—-m)=0—-m=lym=—1.

Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa:

m 0 1
0o 1 1
m 0 m
En caso de ser posible, halla su inversa param = —1.

(Castilla-La Mancha. Afno 2005. Supuesto 4. Bloque 3. Pregunta B)

m 0 1({1 0 O m 0 1 1 0 0
m 0 m{O O 1] 2 " {0 0 m=1-1 0 1
m 0 0 |m/(m=1 0 =1/(m-="7)
P T— 0 1 0 /im=1 1 =1/(m="7)
fishi——=FE 0 0 m=1] -1 0 1
F=h-—l5h
10 0l =1/tm=1 0 —=1/(mm=")
4101 0 Vim=1 1 —1/(m—1)
azmig 00 1|=1/(m=7 0 1/(m=1
{l
F=—lor,
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1o k 0 —1
100 | Sean las matricesA=1|2 k|yB= .
0 1 11 2

a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz BA tiene inversa.
b) Hazlo mismo para la matriz AB.

10
k 0 -1 k=1
? 6 [1 i 2] [3 k+2]
0 1
3 k+2
ko - 3 k42 Fhane

2
—k——%—1:0—>k2+2k+3:0

3
_ —2E£N4-12
2

-k — No tiene solucion.

Como BA es una matriz de orden 2 y su rango siempre es 2, tiene matriz inversa

siempre.
10 kK o -1
o) AB=|2 k[ﬁ ? ’;]: %k 2k—2
01 11 2
kK o —1 11 2 1o 2
K 2k—2|——> |3k k A—2|——]0 -2k —4k-2
19103 > =™ 2KA LV
112 L S ol (U G
1 2
|0 -2k —4k—2
F=h-—6 o 0 0

Como AB es una matriz de orden 3y su rango es 2 < 3, esta matriz
no tiene inversa.

1 2
1 2
101 | Se consideran las matrices: A = [1 1 T1] y B=|m 0f, donde m es un niumero
0 2

real. Encuentra los valores de m para los que AB tiene inversa.

_[1+2m 2+2m]

1—m 0

1
AB:[} _? 2] m
0

N O N

) 3 4 . )
«Sim=1- o ol tiene inversa ya que su rango es 1.
. =10 S
«Sim=-1— 5 (| notieneinversaya que surangoes 1.

+ Sim=1ym= —1elrango de la matriz es 2, y por tanto, la matriz tiene inversa.
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104

SOLUCIONARIO 1

1 0 0
En la matrizA determinaa, by c paraquesutraspuesta A=|0 1/~/2 142
coincida con su inversa. a b c
A= AT 5 AA = AATT = AA =1
10 0 10 a (100
0 12 N2 |-|0 1N2 bl=|0 10
a b c 0142 ¢ 001
1 0 a
0 . b+c 1 00
NG =0 1 0
b+c 5, ., | o 01
a+b+c
J2
Multiplicando e igualando términos se obtiene este sistema de ecuaciones.
a=20
=0 [— =0 b=—
b+C:O a i [3 c| a=0,b=—c P ==+ 1
J2 b+ =1 J2
a+b+c =1
Hay dos soluciones: C—L b—fL a=20 c—fL b—L a=0
BN J2 NN
Comprueba y contesta.

a) SiAesunamatriz no singulary (B — C)A =0, siendo 0 la matriz nula, comprueba
queB=C.

2 —6
b) Segun el resultado del apartado anterior, cuando A = [_1 3], la Unica matriz X

que verifica la ecuacion XA = 0 es la matriz nula. ;Es cierta esta afirmacion? ;Por qué?
Nota: Matriz singular es aquella que no tiene inversa.
(Asturias. Junio 2003. Bloque 2)
a) B—QOA=0—-BA-CA=0—->BA=CA—=BAM "' =CAA">B=C

b) La afirmacion es falsa, pues el apartado a) requiere la condicion de que la matriz A
sea no singular, sin embargo, en este caso Rango (A) = 1, con lo que la matriz
es singular.

Despeja la matriz X de la ecuacién AX = By calculala siendo A = [(1) _?]
g1 23
Y=o =1 1)
Se multiplican por la izquierda por la inversa de A los dos miembros de la ecuacion,
que existe por ser Rango (A) = 2.

ATAX=AB—>X=A"B

oo (12 (v 23 (121 23 (10 5
Porlotanto.X—[O 71] '[O 1 1]—[0 ,1]'[0 -1 1]_[0 1 —1]
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— 1 10 —1 00
105 | Dadas las matricesP=|—1 0 1|{yA=| 0 —1 0} hallese razonadamente
-1 =1 1 0 0 2

la matriz B sabiendo que BP = A.
(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Cuestion 1)

BP=A—B= AP
1 1 01 0 O 1 1 0|1 0 O
=1 0 1/0 1 0j———>10 1 111 10
_ 27 2
1 110016:@+5001101
1 0 =110 =1 0 10 01 —1
T loo0 1 01F*2;F'2,;—30011 0
—1 0 o] {1 =1 1 —1 I
B=AP'=| 0 =1 0]|-|0 1T —=1=| 0 =1 1
0 0 2) (1 0 1 2 0 2
W Calcula la matriz A que haga que: P32 ]
u quehagaquety )= %5 3
(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 3)
13 21 1 3) (2 1)
(4 2= 3] el e
> 111 o 2 1 1 0 2 0] 6 =2
_ 1 5 1 5
53[0 Ve_p 5,00 —|== 1| A=F-—2,"0 —|-= 1
22 20 2 2 2 2
[1 o‘ 3 —1]
_
ﬁ:iﬁ 0 1/-5 2
2
F,=2F,

107 | Calcula la matriz X tal que A2X = A, donde A = {: 2]

(Extremadura. Septiembre 2007. Opcidn B. Ejercicio 3)

AX=A>AX =T X=A"

12[1 0 12 1o
R —— _—
1100 1) R=h—F |0 —1|=1 1) FA=F12,

1 ol-1 2
—_—
F=—Ff 0 1] 1 =1
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108 | Hallar una matriz X tal que A~'XA = B, siendo:

3 1
() -

(Madrid. Junio 2005. Opcién B. Ejercicio 2)

AXA=B— XA=AB— X = ABA™

[3 110] 301
- 1
-2 -0 1;2:6%5 0 ——

109 | Determina, si existe, una matriz A que verifique:

[1 o‘ 0 —1/2]
—

0 1112 /4
1) (o 2} (12} (=1 3
0 3 20 200 |l o3
[o

(23 2] —12) (=1 -5/6
|23 o) L2 14l 0 13

_,_‘
I
-

>
I

e I la matriz identidad.

AX+B=1—-AX=1-B—>X=A"1-8)

0 —1/1 0 1 0[/0 1
1 0/0 1] For |0 =11 0] F=r

R | M N B

&

SOLUCIONARIO 1

_.
Wl w

0| -1 173

T 0 173
0j0 =172
4|2 1

2
0

i

110 | Encuentra una matriz X que verifique AX+ B =1, siendo A = [

0o =12
1/2 1/4

0 —1) ,_[1 2
1 o]’B_[3 4]
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T —1 1
111 | Considera las matrices: A = |2 1 2 B=
0 0 1

1
1
1

- O O
[

Calcula la matriz X que verifica AX 4+ B =1, donde I representa la matriz identidad.

1T =1 1]1 00 1T =1 1 100
2 12(0 1 0fl=——>10 3 0[-2 10
0O 0 110 0 12> >>""lo 0 1] 00 1
10 1113 13 0 10 013 173 —1
f=ht3H 0 0 110 0 1) " {00 10 O 1
10 0ol 13 173 —1
———[0 1 0|-23 13 0
E=3hH 0 0 1] 0 0 1
173 13 =1} {1 0o o] (0 0 1
X=A'W—=B)=|-23 1713 0]-]|lo 1 0o|=|0 1 1| =
0 0 1o o 1] (1 11
/3 1/3 =1 1T 0 —1 43 1 =273
=|-23 13 0| 0 0 =1|=|-23 0 13
o o 1l=1 =1 o (=1 =1 o0
0 30
112 | Resuelve la ecuaciéon matricial XA + B=C,donde A = |2 0o 1|,
gt =2 )y, c_[10 > 0 =32
5 1 =3 =1 4 —6f
A+B=C—o>XA=C—B—>X=(C—BA"
0 30/100 2 01010 201010
20110 1 0/——=>/0 30|10 0/———>1030/100
0 -32/00 1 "% lo =3 2[00 1) """ lo0 2101
20 0l=12 1 =122 10 0|=14 12 —1/4
———[030/ 1 0 0|——]0 10 130 0
fshi-—El002f 1 0 1 )i=3flo o 1] 12 0 12
_1
F2_3F2
_1
F3_2F3
—1/4 /2 =1/4
X(C—B)A“—[[ 12 2]—[‘5‘ ‘? ;H 3 0 0|=
- - - 12 0 12
—1/4 1/2 —1/4
:[—2§ 3] 3 0 0 :[41112 —322 110/4]
N 72 0 12 N
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SOLUCIONARIO 1

Resuelve la ecuacién matricial AX + C = B, siendo:
4 1 1 2 0 —1 0 —1 2 1
A= = C=
[—1 o] B [—2 -1 1 o] [1 0 -3 o]
(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 1. Pregunta 1)
MX+C=B—>AX=B-C—oX=A"B-0)
4 111 0 —1 0]0 1 — 0 1
—_— —_—
—1 0|0 1) FoR | 4 1[1 0OJF=F+4r | 0 1|1 4
1 0/0 -1
F=F |0 1|1 4
X—a@_o=[0 N1 20 -n_fo -1 2 0_
1 4) (=2 =1 1 0 1 0 -3 0
{0 =1 {1 3 =2 =2)_[ 3 1 -4 0
1 4 (=3 =1 4 o) (=11 -1 14 =2
11 0
Razona si existe la matrizinversade A=|0 1 01y, en caso afirmativo, calculala.
2 0 —1

Resuelve la ecuacién matricial AX + 2A = I, donde X es una matrizde orden 3 e |
es la matriz identidad de orden 3.

(Castilla-La Mancha. Afio 2007. Supuesto 3. Bloque 3. Pregunta A)

11 0 11 0
0 1 0 W 0 1 0| = Rango (A) = 3 — La matriz A tiene inversa.
2 0 -1 o0 0 -
11 0|1 0 O 1 1 0 1 0 0
2 0 =110 0 1) 3737710 2 —=11-=2 0 1
10 0 T =10 10 01 —1 0
1—h=h _ 3= 13 _ _
F=F,+ 2F, 0 0 1 2 2 1 0 0 1|2 2 1
1T =1 0
—S AT =10 1 0
2 =2 -1
MAH2A=T> A =1-2A—> X=A"1-2A)
1 =1 ollffr 0 o 11 0
X=A"1-24)=|0 1 Oofjjlo 1 0|—2-10 1 Oll=
2 =2 —=1J|l0 0 1 2 0 -1
1 =1 o] -1 =2 O -1 =1 0
=10 1 0 0 =1 0|=| 0 =1 0
2 =2 =1/ 1|-4 3 2 =2 =3
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1 7 0 0 O 2 X
115 | Sean las matricesA=|2|,B=| 2|,C=|0 1 O|yE=|5| CalcularM =]y
3 -2 0 0 1 3 z
para que verifique la ecuacion (AB* + C)M =E.
(AB"+CM =E
1 0 0 0 2 7 2 =2 0 00 2
21-(7 2 =2)4+|0 1 O||-M=|5|—>||14 4 —4|4+]|0 1 Of-M=|5
3 0 0 1 3 21 6 —6 0 0 1 3
7 2 =2 2 7 2 =2\ (2
—[14 5 —4|-M=|5\->M=|14 5 —4| -|5
21 6 =5 3 216 -5 |3
7 2 =211 0 0 7 2 =21 1.0 0
145_4O]OW01 0j—2 1 0
—F—
21 6 =5|0 0 1 /{:F;SFJ 0 0 11-3 0 1
70 =21 5 =20 7 0 0|—-1 =2 2
——=[0 1 0[=2 1 0f———=x0 1 0|2 10
TR o 0 1l=3 0 1) Tl 0 1|3 0 1
10 0|=1/7 =2/7 2/7
—1>O 1 0 =2 1 0
F=2fH 0 0 1] =3 0 1
7 2 =2y (2} (=7 -7 27) (2) (=27
M=1[14 5 —4| -|5|=| -2 1 o[ |5]=| 1
21 6 =5 (3 -3 0 113 -3

116 | Sean Xuna matriz2 X 2, Ila matrizidentidad2 X 2y B = [2 :] Hallar X sabiendo
que BX+B=B+1. 0

BX+B=B4+1—-BX+D)=B 41> X+I1=B"B+D)—>X=B"(B2+1)—1

2 101 0 2 ol1 -1 1 0l12 =112
0 10 1JF=FF "0 1lo i lo 110 1

gy (172 =12) (2 1) (2 ) (1 o) (1 O
A 1][0 1]01}+[0 1]] [o 1]
_1/2—1/2.43+1oi107
1o 1 0 110 1 0o 1
_(172 =12 (5 3) (1 0]_
1o 1 0 2/ (o 1)
(52 172) (v o) _(32 12
0 2 0o 1 lo 1




117 | Resolver la ecuacion matricial B(2A + I) = AXA + B, siendo:

119

120

1

I
0 110

A=[‘

0

X:2A”B:2-[

A=

1

01

—1
1

1

0
0
—1

.[_}

0
—1
0

0

11
110 1

A=

118 | Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA + BA = A2, siendo:

—1

i

1
B_L1—1

(Canarias. Septiembre 2007. Opcién A. Cuestion 3)

0 B=

0

(Madrid. Septiembre 2007. Opcién B. Ejercicio 1)

SOLUCIONARIO 1

=l 9

BRA+1)=AXA+B —>2BA+B—B=AA—>2B=AX 5 2AB=X

0 1
1) R=R+F |0

0o 0 —2
0 -2 0
2 0 O

XA’ +BA=A" 5 XA =A —BA—> XA=A—-B—> X=1-BA"

0
B=| 0
-2

0

-2
0

-2

0l=
0

X=I-BA">5I-2M"=]-2dA=-]=

Considera las matrices A = [; )1(] yB= [

Halla x para que se cumpla A? + B? = [

N+W:F

6

8
12

ol
X
X

Resolver los sistemas matriciales.

a) 2X+Y=[

or|

1
—1
1
5

!

3
—4

|

J

-

0 0 -1
20 0 =1 0|=24
-1 0 o0
—1
0
0
0 1
1 2f
8 8
6 12/
T x| |1 x 0 1) (0
21}& J+& JL
2 2 ) (12
4 14+2x) 72 5
2x+22x+2:8 8
6 2x+6] |6 12
2 4
b) X+VY=
FRARY
(-2 8
W_X_[n 2

-

0
0

-1

(8 8

“le 12
8

12

2x+2=28

2X4+6=12

}—)x:3
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Matrices

1
+
X7Y:[1 3]
5 —4
NEE (23 1
X *[4 fa]ﬁx [4/3 71]
s[5 1)1 3)_(-1 -2
43 —1] |5 —4) (=113 3
2 4
b _
)+X+ 4 [_4 2]
2 8
_x+3y7[12 2]
12 1 012 0 3
4Y_[—1 4]_’Y_Z'[—16 4]_[—4 1]

121 | Resolver el siguiente sistema matricial:

4 8
2A+38 =
* [7 11]
sa—28=|"0 |
8 18
4 8
24438 =
* [7 11]
01
SA—28 =
v
4 8
4A+6B=2-
. * [7 11]
154-68=3-] 10 |
8 18
4 8 .. (10 1) (38 19 2 1
’ [7 H]+3[8 18] [38 76]_> [2 4]

spesa (10 g (2 (10 1)_[0 4),5_[0 2
8 18 2 4) (8 18) |2 2 11

122 | Razona si las soluciones de las siguientes ecuaciones matriciales son correctas.
Consideramos 0 como la matriz nula.
a) X*=0 — Solucién X=0
b) XA=0 — Solucién X=10
) X*=AX — Solucion X=A



SOLUCIONARIO 1

a) No es correcta porque hay matrices no nulas que multiplicadas por si mismas

dan la matriz cero; por ejemplo, las matrices de orden 2 del tipo [8 g] y [2 8]
0 k| {0 k|_{o 0 0 0) (o 0] _(0 0
0 0Jlo ofj (00 k o)k o) 0o 0

b) Sila matriz A tiene inversa, la Unica solucion es X = 0. Si no existe A™' puede

haber otras soluciones, tal como sucede en el caso anterior.

¢) Escribiendo la ecuacion en la forma:
XP—AX =0 XX—-A)=0
se ve que puede haber otras soluciones.

123 | Siuna matriz cuadrada A verifica A% 4+ 7A =1, siendo I la matriz unidad, calcula A"

en funcion de A.

A+TA=IAA+TN) =1>A"T=A+71

124 | Sean A una matriz cuadrada de orden n tal que A* = A, I la matriz unidad

de orden ny B=2A — I. Calcula B

B=2A—1-B=0QA-DQRA-1)=4A> —2A —2A+1=4A —4A+1=1

125 | Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden 3 y A es diagonal, ;se verifica AB = BA

para cualquier matriz B? ;Cémo deberia ser A para que se cumpliera esta igualdad?

No siempre se verifica AB = BA; por ejemplo:

a00](10o0 a0o0
AB=]0 b 0|-|1 0 O|=|b 0 O
00c)Jl100O0 c 00
100|(a 00 a 00
BA=|10 0|0 b O|=|a 00
100]100 ¢ a0o0

Veamos cémo debe ser A para que se verifique siempre la igualdad:

a 0 0| (by by bys aby,, aby, abj;
AB=10 b 0|-|by by bys|=]|bb, bby, bbys
0 0 c¢f (by by b3 by by, by

ab;, bb,, cby;
aby bby by
abs; bby, cbys

o

>

|

o

S

&

=
o o Qq
oo o
N oo

Il

La igualdad de estas matrices implica a = b = c. Luego la matriz A debe ser
delaforma A=al
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Matrices

PREPARA TU SELECTIVIDAD

0 k t 1 k t
1 | Dadas las matricessA=|0 0 k|yB=|0 1 k
0 0O 0 0 1

a) HallarA™.
b) Calcular la matriz inversa de B.
¢) Enelcaso particular k = 0, hallar B'.

0 k t] {0 k t 00 &
a A2=|0 0 k|-|0 0 k|=|0 0 O
0 00 (0 0O 00 O
0 0 K0 k t 0 0 0
A =0 0 0[]0 0 kl|=|0 0 0
00 0)Jl0 0 O 0 0 O
0 0 0 00 0
Engeneral: A” =|0 0 O|paran>3—A°=[0 0 O
000 000
1k t|j1 oo 10 =K1 =k 0
b) |0 1 K[O 1 0f———>10 1T Kk [0 1 0
00 1Mo o0 1y m"2l00 1 |0 0 1
1.0 0[1 —k k-t 1 —k k-t
— |0 1 00 1 —k |=>B"=[0 1 —k
A==k o 0 1jo0 0 1 0 0
h=h—kfk
10 t] 1 O ¢t 1 0 2t
o B=|0 1 0 1 ol=lo 1 0
0 0 110 0 1 0 0 1
170 2t
B*=1|0 1
0 0

Engeneral: B" =

2 | SeaAlamatrizA = [(1) 7] Para cada nimero natural n, hallar A".

Calcular A2 — 12A% + 2A.

O M




SOLUCIONARIO 1

=26 9l )

En general: A" = [1 na].

0 1
n ) _ |1 22a) ., |1 2a {1 al_[-9 ol _
T Y e PR I O
100 1 00
Dadas las matrices:t A=[1 0 0|]yC=|2 1 0], héllenselas matrices X
100 3 2 2

que satisfacen XC+ A= C+ A%
(Castilla y Leon. Junio 2005. Prueba B. Cuestion 1)

1 1

0 0 10
110 0|=|1 0
170 0)1 0O 10
La matriz C tiene inversa por ser de rango 3.

XCH+A=C+A 5 XC=C+A -A>X=(C+A -AC"
0
1
0

[eNe)
[eNe)

A= =A

o O O

S X=CC"=]I-X=

O O —
— O O

Encuentra las matrices Ay B, sabiendo que verifican las ecuaciones matriciales:

8 4 7 9 -2 6
22+3gi/,\\l/’},siendo M=18 11 —6|yN=[17 1 —10
—A+ B= 8 3 13 9 4 13

(Castilla-La Mancha. Ao 2005. Supuesto 3. Bloque 3. Cuestion B)

8 4 7
2A+38=(18 11 —6
8§ 3 13
9 -2 6
—A+ B=|17 1T =10
9 4 13
8 4 7
2A+38={18 11 —6
8 3 13
* 9 -2 6
—2A+2B=2-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 =2 6 26 0 19
586=|18 11 —6|+2-|17 1T —=10|=|52 13 -26
8 3 13 9 4 13 26 11 39

26/5 0 19/5
B=|52/5 13/5 -=26/5
26/5 11/5 39/5
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Matrices

8 4 7
2A+3B={18 11 -6
8 3 13
9 =2 6
—3A+38=3-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 =2 6 —-19 10 -1
5A =18 11 —6|—3-[17 1 —=10|=|-33 8 24
8 3 13 9 4 13 -19 -9 =26
—19/5 10/5 —11/5
A=|-33/5 8/5 24/5
—19/5 —=9/5 —=26/5
-1 =2 =2
5 | SealamatrizA=| 1 2 1|.
o -1 -1
a) Comprueba que verifica que A* — I = 0, con I matriz identidad y 0 matriz nula.

b) Calcula A™.
c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas,
halla la matriz X que verifica la igualdad A2X + I = A.

-1 -2 -1 0 2

a) Ah=| 1 1 =] 1 [
0 0 —1 —1 -1 =1 0

=1 0 2) (=1 =2 =2 100

A= ANA=| 1 T =1 1 2 1N1=(0 1 0
-1 =1 0 0 -1 =1 0 0 1

Luego se verifica que A*> — I = 0.
b) A=1—-A=T—-A=AA=A

O AX+I=AAX=A-T—-AX=AA-1)

—1 0 2 -1 =2 =2 0 2
X=A—A=]| 1 T =1]—=] 1 2 M= 0 =1
-1 =1 0 0o -1 =1 —1 0
6 | Sean A, B e Ilas matrices:
0 1 1 6 —3 —4 1 00
A=1]1 1 0 B=|-3 2 1 I=10 1 O
1 00 —4 1 5 0 0 1

Estudiar si existe algun valor de X € R para el cual se satisfaga (A — X\I)*=B.



SOLUCIONARIO 1

0 1 1 100 6 —3 —4
T 1 0/=X-|0 1 0f =|-3 2 1
100 0 0 1 —4 1 5

2
- 1 1 6 —3 —4
T 1=\ 0| =|-3 2 1
1 0 X —4 1 5
- 1 ) (- 1 1 6 —3 —4
T 1-=X 0 T 1=X 0|=|-3 2 1
1 0 =X (1 0 X —4 1T 5
N +2 T—2\ —2X\ 6 —3 —4
T—2XN 2—=2X+N° 1 |=|-3 2 1
N 1 N1 —4 1T 5

Igualamos elemento a elemento y resolvemos las ecuaciones que resultan.

N +2=6
1—-2x=-3
“N=—4f > N=2
2-2N+ N =2
N +1=5
m 0 0
DadalamatrizA=1|0 0o m |
0 —1 m+1

a) Estudia, seguin los valores de m, el rango de A.

b) Param = —1, calcula la matriz X que verifica XA + A = 21, siendo I la matriz unidad
de orden 3.

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 1. Opcién 1)

m 0 0 m 0 0
a) |0 0 m o0 0 -1 m+1
0 =1 m+1 "% lo 0o m
Sim =0 —Rango A = 1, solo hay una fila con elementos distintos de 0.

Sim=0—RangoA=3.

-1 0 0
b) A=| 0 0 —1| Existe A" porserRango (A) = 3.
0 -1 0

XA+A=2-XA=20—-A—>X=Q21—AA"

-1 0 0 100 -3 0 0
> X=2A"-1=2-] 0 0 —=1|—{0 1 0|=| 0 =1 =2
0 -1 0 0 0 1 0 -2 -1
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LITERATURA Y MATEMATICAS
El tio Petros y la conjetura de Goldbach

En nuestra primera noche juntos, mientras cenabamos en el come-
dor de la universidad para conocernos mejor, le dije con naturalidad ‘3}
[a mi compariero de habitacion]:

—Puesto que eres un genio de las matematicas, Sammy, estoy seguro de
que podras probar con facilidad que todo ntimero par mayor que 2 es

la suma de dos primos. 3
Se echo a reir.

—Si pudiera probar eso, tio, no estaria aqui cenando contigo; ya serfa
catedratico, quizas incluso tendria la medalla Fields, el Nobel de las
matematicas.

Antes de que terminara de hablar, en un instante de revelacion, adivi-

né la horrible verdad. Sammy la confirmé con sus siguientes pala-
bras: | At

de los problemas irresueltos més dificiles de todos los campos de las |

—La afirmacion que acabas de hacer es la conjetura de Goldbach, juno ¥ \ |
i 1
matematicas!

Mis reacciones pasaron por las fases denominadas (si no recuerdo mal
lo que aprendi en Psicologia Elemental en la universidad) «las cuatro S
etapas del duelo»: negacion, ira, depresion y aceptacion. . i

{ De ellas, la primera fue la que duré menos.

—No... jno es posible! [...]

—;Qué quieres decir con que no es posible? —pregunté—. Lo es! La
conjetura de Goldbach, que asi se llama la hipotesis, pues nunca ha
sido demostrada, es que todos los ntimeros pares son la suma de dos
primos. Lo afirmé por primera vez un matematico llamado Goldbach »
en una carta dirigida a Euler. Aunque se ha demostrado que es verdad
incluso en numeros primos altisimos, nadie ha conseguido formular
una prueba general. [...]

Mi nuevo companiero de cuarto, totalmente estupefacto ante el hecho
de que una hipotesis de teoria de numeros pudiera provocar semejan-
te arrebato de pasion mediterranea, me rog6 que le contara qué me
pasaba; pero yo no estaba en condiciones de dar explicaciones..

APOsTOLOS DOXIADIS



SOLUCIONARIO 2

El tio Petros y la conjetura
de Goldbach

Apostolos Doxiadis
LDBACH

Petros Papachristos vivia en una casa a las afueras

de Atenas, retirado del mundo, sin mujer ni hijos, ocupado

sélo en cuidar el jardin y jugar al ajedrez. Habfa sido

un matemadtico notable, aunque para sus dos hermanos

menores, que mantenian con su esfuerzo la empresa

heredada del padre, era el «fiasco de la familia». En cambio,

uno de sus sobrinos, el narrador de la historia contenida

en esta novela, lo admiraba por su pasada reputacion.

Cuando acabd el penultimo curso del bachillerato,

un dia le preguntd si también él podria llegar a ser un

buen matematico. El tio Petros le contesto:

—No quiero verte haciendo unos estudios que te

conduciran al fracaso y la desdicha. En consecuencia,
te pido que me hagas la firme promesa de que no te
convertiras en matematico a menos que descubras que tienes un talento extraordinario. ;Aceptas?

El joven acepta el desafio que consiste en resolver a lo largo del verano sin consultar
los libros el siguiente problema: demostrar que todo entero par mayor que 2 es igual a la suma
de dos primos.

Después de llenar durante los meses estivales cientos de cuartillas que acabaron en la papelera,
el joven no logré demostrar esa sencilla conjetura. Admitié su incapacidad y, cumpliendo

su promesa, se matriculd en la licenciatura de Econdmicas, en una de las mejores universidades
norteamericanas. En su tercer afio, le tocé compartir habitacion con Sammy Epstein,

un muchacho famoso entre los estudiantes del primer ciclo porque era un prodigio de las
matematicas. Su primer encuentro con él es el que se describe en el texto extraido de la novela.

Cuando el joven descubre la <broma» que le ha gastado su tio, decide vengarse y ésa es la trama
de la segunda parte de esta maravillosa novela, en la que se narra muy bien la lucha de una
persona por construir matemdticas: sus tanteos, sus desanimos, sus éxitos y sus fracasos.

Halla los niUmeros primos que cumplen la conjetura de Goldbach para los nimeros
pares 4y 8 y forma una matriz de orden 2 con ellos. A continuacion, calcula

el valor de la expresién a;, a,, — a,; aq; para esa matriz, para su traspuesta

y para la que resulta de sumarle a la primera columna la segunda. ;Qué observas?
iPor qué crees que ocurre esto?

Respuesta abierta. Por ejemplo: 4 =143 8=14+7

La matriz que forman estos nimeros primos es: A = [1 ;]
Asl: a11Gp — a0y =7 —3=14

La matriz traspuesta es: A" = [; ;]

Entonces: a0, — aya, =7—-3=4

La matriz que resulta de sumarle a la primera columna la segunda es: A = [4 3]

8 7
ASl: 0yayy — 0150y = 28 — 24 = 4
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Determinantes

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Comprueba si existen combinaciones lineales entre las filas de estas matrices.

S

a) A=| 5 0 —2 b) B= _12 0'}
3 0 =2 -

—4 0 2 =2

a) Para comprobarlo estudiamos si: f = kif, + k.f

Consideramos los elementos de las columnas 1y 3 ya que los de la segunda
son todos nulos, y por tanto, verifican cualquier combinacion.

—1= 5k + 3k,
k=1k =-=2
2:-%-%}61 ’
Entonces: f = F, — 2k, — existe una combinacion lineal entre las filas de esta
matriz.
b) Para comprobarlo estudiamos si: F; = ki, + k.5 + ksfy
Tomamos los elementos de las tres primeras columnas:
—2=—3k — k, —4k, —2==3k — k,— 4k, k, = —k,
0= 2k +2k, - 0= 2k+2k, - 1 1
ky=——k +—
1=k + 2k, 0=— k— k 2 2
Sikk=1-ok=-15k=0>F=FfL—-F
Esta combinacién lineal entre las filas también se verifica con los elementos
de la Ultima columna, por tanto, existe una combinacion entre las filas de
esta matriz.
-2 0 -1
002 | Calculala matrizinversadelamatriz A=| 2 1 0|, y comprueba que se cumple
queAAT'=1 yqueA 'A=1 0 0 —1
-2 0 =11 00) (=20 —1]10 0 -2 0 0|1 0 —1
21 0|0 1 0|/=|0 1 =1[1 1 0|=]0 101 1 =
00 —1|0 0 1 00 100 0 — 00 1|00 —1
1 oof%o % f%o %
L
Plor ol 1T SaPA T 0 4
0 0 1 0 0 -1 0O 0 -1
-2 0 =1 —i 0 i 1 0 0
AATT =] 2 1 0 % : %:o 10
00 —1 B 0 0 1
0 0 -1
—i 0 i -2 0 =1 1 0 0
ATA = %1 %- 2 1 o|l=lo 10
B 0 0 =1 [0 0 1
0 0 -1




001

002

003

004

SOLUCIONARIO 2

ACTIVIDADES

Calcula el valor de los determinantes de estas matrices.

3 -2 2
a) A=[_§ 1;] b) A=[—1 5 0
2 3 2

a) JAl=—24-7=-3
b) [Al=30—-6-20—4=0

Calcula x para que estos determinantes valgan cero.

) 1 3 0 =2
a) , b) 1 x 2
8 x 11 x

a —2x*4+8=0-x'=4—>x=42
X =2
b) 3x? =2—-2x—6=0—>3x>-2x—-8=0—> (o 4
3

Halla el determinante de la matriz traspuesta de estas matrices.

-2 1
A=
2 =%
1 =2 2
b) A=|—1 4 o0
-3 0 2
a IAl=1A=-10+4=-6

b) |Al=|Al=8+24—4=16

la b] _ )
Si c d‘_ 1, calcula:
c d a c c a
a |, b‘ b |p 4 g »
3 |€ dl_ |a b_1
b c d|
a ¢ a b
o |y g Cd‘__1
) 1€ al=|c di_ |a b_]
Yl b Tla b|T e d|T
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Determinantes

005 | Calcula el determinante de Ay, a partir de él, halla | B].

-2 -1 0 2 -1 0
A=|—4 5 7 B=| 8 10 14
8 3 6 —8 3 6
|Al = — 60— 56+ 42 — 24 = —98
2 =1 0 -2 =1 0 -2 =10
Bl=| 8 10 14|=—|-8 10 14|=-2:|]-4 5 7[|=-2-
-8 3 6 8 3 6 8 3 6
006 | si |9 b‘=—2,calcula:
c d
a —2b —b a 0 3b
2P —Zd‘ b) ‘—d c © ‘0 3d‘
a —2b a b 0 3b
P e fzd‘__z‘c d‘_4 9 ‘o Sd‘_o
b a b a a b
o) ‘—d __‘d |7 e d‘__z
a b c a b+2a—c ¢
007 |Si|d e f|=3,calculald e+2d—f f|.
g h i g h+2g—i i
a b+2a—c ¢ a b+2a ¢ a b ¢
d e+2d—f fl=|d e+2d f|=|d e f|=3
g h+2g—i i g h+2g i g h i
008 | Halla estos determinantes.
a a a —2a —a 3a
A 1y p ) 1y 2 <) ‘—b 3b
a a a —2a —a 3a
3 lp |0 o) 1y 56 =0 9 ‘—b 3b
009 | Calcula estos determinantes.
a d a+d a7 —a
a) |lb e b+e b) |[b 5 —b
c f c+f c 1 —c
a d a-+d a 7 —a
a) |b e b+e|l= b) |lb 5 —=b|=0
c f c+f c 1 —c

=0



010

011

012

013

SOLUCIONARIO 2

Comprueba que las dos matrices cumplen que |AB| = |A] - |B].
(2 -3 (6 o0
e
(2 =3)(6 0 (156 B
AB_[_] 0] [_1 _2]_[_6 O]a\AB\_%
Al = 2 —3‘:_3
—1 0
. — A8l =36
IBlz‘_] 2‘: 12
Determina el menor complementario de a,;.

5 1 3 =2 2
a) A=[_7 12] b) A=|—-1 5 0
2 3 2
a) oy =1
-2 2
b = =—4-6=-10
) ‘ 3 2‘
Halla los elementos cuyo adjunto es negativo.
11 2 00
a)A=[_3 0] b) A=| 1 —1 1
—1 10
a) An=—1Ay=-3yAn=—1
b) A==1An=—-1An=-2A5==-2yAs=-2
Resuelve estos determinantes, aplicando la definicién y desarrollando por alguna

de sus columnas.

0o —2 7 —2 5 7 2 1
a) |—1 0 3 by |[—1 0 3 c)‘712
0 3 2 1 =1 2
a) Utilizando la definicion: |Al = — 21— 4 = —25
Desarrollando por la primera columna: |Al = (—1)(=1)"+2 _§ Z =—4-21=-25
b) Utilizando la definicion: |Al = 15+7 — 6 +10 = 26
Desarrollando por la segunda columna:
e e AV S () C NI
1 2 -1 3
) Utilizando la definicion: |Al = — 24 — 7 = —31
Desarrollando por la primera columna: [Al = =212 47 - (=1)**"- 1= 31
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Determinantes

Resuelve estos determinantes.

014

-3 =2

0

—2|=3-5=-2-(=13)=41

0 4 0 2 4
_3 =3 0 -3 =2|—-2-1 O
1 1 1 1

4
0

2 -4

2

Resuelve los siguientes determinantes de orden 4.

015

2 =3 -1
-3

0
-3

—1

—4 3

—1

2 =3

0

016 | Calcula x para que se cumpla que el resultado de este determinante sea —20.

16x + 44

2 Xx—1 x+3 —x
—x =1

0
X+3

X —1

—4

16x + 44 = —-20 - x
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Halla todos los menores de esta matriz:

SOLUCIONARIO 2

0 2 —3 -1
-3 -3 2 0
A=
-2 0 3 =2
-1 =2 0 -1
Menores de orden 1:0, 2, —3, —1,—3,-3,2,0,—2,0,3, =2, —1,-2,0y —1
0o 2 0 -3 0 -1
MenoresdeordenZ.‘ 3 _3‘—6, 3 2‘_—9, 3 O‘_—s,

2 -3 2 -1 -3 —1 -3 -3 -3 2
-3 2‘__5’ -3 0‘ 3 2 o‘ -2 o‘ —6|-2 3‘__5’
-3 0 -3 2 -3 0 2.0 -2 0

0 —2‘_6' 0 3= o —2‘_6'3 —2‘ o —2‘_4'
-2 3 -2 =2 0 3 0 -2 3 2
~1 o“i SR o‘ °1_; —1‘__4'0 —1‘ =3
0 20,0 =3 4|0 =1__,2 3 _g]2 -1|=_4
-2 0 -2 3 -2 -2 0 3 0 -2
=3 = _41-3 =3|_4]-3 2/_,]-3 o0 32|

3 2|75 —2‘_3' -1 o‘_z' -1 —1‘_3' -2 o‘_4’
=3 052 O__,l 0 2[_,l0 =3__3]0-__,
-2 —1 0 —1 -1 =2 -1 0 -1 =1
2 -3 2 -3 -1

- =4
D il 71‘ y‘ 0 71‘ 3
0 2 -3 0 2 -1
Menoresdeorden3: |-3 -3 2|=128,|-3 -3 0|=—6,
-2 0 3 -2 0 =2

0 -3 -1 2 -3 —1 0 2 -3
-3 2 0/=-5|-3 2 0[=1]-3 -3 2|=-13
-2 3 =2 0 3 =2 -1 =2 0
0 2 -1 0 -3 —1 2 -3 -1
-3 -3 0/=-9]-3 2 0/=7|-3 2 0|=3
-1 =2 —1 -1 0 - -2 0 -

0 2 -3 0 2 -1 0 -3 -1
-2 0 3|=-18]-2 0 —2|=-4,]-2 3 -2|=-9,

-1 =2 0 -1 =2 -1 -1 0 -1

2 -3 -3 -3 2 -3 -3 0
0 3 —2|=-24,|-2 0 3l=-1|-2 0 —=2|=12
-2 0 - -1 =20 -1 =2 -1
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Determinantes

-3 2 0 -3 2 0
-2 3 =2|=9y| 0 3 =2|=17
-1 0 -1 -2 0 -1

Menor de orden 4:
0 2 =3 =1 1 4 -3 1

3 -3 2 0 3 -3 2 0 M
20 3 2|0 4 3773 2 9=w
N N N 4 3 =2
-1 =2 0 -1 0 0 0 -1
018 | Calcula el rango de estas matrices.
1 —1
-1 0 3 2 -2 2 =2
a) A= b) B=
) [ 2 06 —4 1] ) 0 0
-3 2
a) ‘7] 2‘: —12 =0 — Elrango de la matrizes 2.
b) ‘ ; 7;‘:4¢0—> Elrango de la matriz es 2.
019 | Calcula el rango de estas matrices.
0 1 -3 -1 0 -5 2 0 2
a|-4 -1 0o o0 2 by | 4 1 =10
4 2 -3 -1 6 13 —1 3
0 1 =3
a |[-4 —1 0|=3=0— Elrangodelamatrizes3.
4 2 =3
-5 2 0
b) | 4 1 —1=—-4=0— Elrangodelamatrizes3.
1 3 =1
020 | Calcula x para que el rango de estas matrices sea 3.
0 2 -3 -1 2 21 -1 1
a) |-3 -3 2 4 b) |-3 1 3 —1 1
0 —4 x 2 -1 3 x 2 -3
0 2 -1
a) |-3 —3 4|=0— Paraqueelrango de la matriz sea 3, el otro menor
0o -4 2 de orden 3 tiene que ser distinto de cero.
0 2 =3
-3 -3 2/=6x—-36=0—>x=6
0 —4 x




SOLUCIONARIO 2

2 2 -1
b) |-3 1 —1=32=0— Elrango de la matriz es 3 para cualquier valor de x.
-1 3 2
021 | Determina la matriz de los adjuntos de las siguientes matrices.
-1 2 2 -3 10
A= = —
0 4=5 ) o= 7 o c=[s
. 1 2 . 6 4 . 10
Adj (A) = b) Adj(B) = Adj (C) =
a) Adj(A) [_2 _1] ) Adj(B) [3 2] 9 Adj(Q) [o 1]
022 | Comprueba que se cumple que A - Adj (A) = | A| - 1, siendo I la matriz identidad
-3 2 0
deorden3y A=| 4 —1 -1].
0 3 -
Al =—4
-3 2 0 4 2 =2 —4 0 0 100
4 =1 =1|-{4 3 =3|=| 0 -4 0|=—-4-{0 1 0
0 3 =112 9 =5 0 0 —4 0 0 1
023 | Calcula la matriz inversa de estas matrices.
52 IR
a) A=| 4 —1 1 b)B=_4 _2 3 1
0 3 -1 I
-1 =2 0 —1
IR
] 4 2 =2 % %
a Al=-—Adj(A) = 4 3 3|=|-1 — —
A -4 |12 9 —s 4 4
9 5
-3 = =
4 4
B R
22 22 22 1
-3 =5 1 2 6 1 2 4
S0 1112 -2 —4 -8 nonon
b) B = —— Adi(B) = ——. S L R A
) Ig] i (6) » | =1 -1 o L E
—21 9 7 =8 2 2 2
LA 1A
22 22 22 1
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Determinantes

024 | Calcula x para que estas matrices tengan inversa. Determina la inversa cuando exista.

2 0 =2
a) A=13 x+1 —1
(R 1
2 0
a) A=1[3 x+1

T =1

-2
—1=4x+38

3

—1

—2

b) B=12 0 1

5

X X

La matriz A tiene inversa si|Al = 0 — x = —2

2 2x+2

—4

—X—4 2 2x+2

1 1 X
AT = — Adj(A) = | -4
Al 4x +8
X 1 X 4+1
4x+8 2x+4  2x+4
1 1
B X+ 2 X+ 2 X+ 2
X+ 4 1 X+ 1
4x+8 2x+4 2x4+4
3 -1 =2
by Bl=|2 0 1|=-5x-5
5 X X

Six = —2

La matriz B tiene inversa si |Bl = 0 — x = —1

1 1 —X —X
B =—Adj(B) = |=2x+5 3x+10
Bl TIX=5 | 2x —3x-—5
X X 1
5x+5 5x+5 5x+5
2x —5 3x 410 7 .
— — Six = —1
5x+5 5x+5 5x+5
X 3x+5 2
5x+5 5x+5 5x+5
025 | Calcula los siguientes determinantes.
1T —1 a 2 a—4
a |3 2 A lp -3 e | 6
12 —4 2 a+1
X X
f
b) ‘—9 3 d 1, ) [1—a
1T =1 a 2
= =-3a-2b
a) ‘3 72‘ Q b 73‘ a e)
12 —4 X X
= d =0
b) ‘79 3‘ o a7 f)




SOLUCIONARIO 2

026 | Calculag, b, ¢ d... para que se cumplan las igualdades.
4 2 -2 ¢ 3c—1 -3 \/; 2 -0
a -3 q| Adla ¢ |- e |2 Je—6
b 4_45 A _1_7 senf cosf | _
b) |3p —3|~ d) | d d|= f) lcosf —senf|
3 8
a) 4 2‘:4a+6=26—>a:5
-3 a
b 4
b =—15%=45—>b=-3
) 3b —3‘
o ¢ o ncta=3{cT 2
4 c=14
o2y
d |4 _d =—=7—>d=2
3 g | ¢
e) Ve 2 |_Je_6e-4=05e=28
2 e—6
f) senf cos f = —sen’ f —cos’ f = —1= 0 — No tiene solucion.
cosf —senf
027 | Obtén el valor de los siguientes determinantes.
3 2 -1 —1 4 6 x—1 2 x
a) |4 0 3 c) 2 =3 1 e) [x+1 4 3
2 =3 5 -8 17 9 -2 0 =2
3 4 2 a 2 4 —a b ¢
by | 2 0 =3 d [0 b 3 fy |-b ¢ a
-1 3 5 0 0 ¢ — a b
3 2 -1 a 2 4
a) |4 0 3= d) |0 b 3|=abc
2 =3 5 0 0 ¢
3 4 2 x—1 2 X
b) 2 0 =3/=11 e |x+1 4 3|=4x
-1 3 5 -2 0 =2
-1 4 6 —-a b ¢
Q| 2 =3 1/=0 f) |-b ¢ al=a*+b>+c —3abc
-8 17 9 —c a b
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Determinantes

028 | Halla los valores reales de g, b, cy d para que se cumplan las igualdades.

3 a —1 c—1 ¢c+2 0
a) |4 1 1=2 ) c —1 4|=—-197
2 a —2 2 -3 —1
2 b — d d*> d—1
by |6 1 b|=-5 d) |2 —1 0 |=-—18
3 5 2 d 0 d
3 a -1
a |4 1 ll=—4+3ad=2—>a=2
2 a =2
-2 b -1 be
by |6 1 b =b2+5b71:75%{b:*4
35 2 -
c—1 c+2 0
o | ¢ —1 4| = c* 4+ 23c + 3 = —197 — No tiene solucion.
2 -3 -]
d d* d-—1
d 2 -1 0 |=—d-2d*=-18—>d=2
d 0 d

029 | Calcula el valor del determinante de la matriz A + B, siendo:

01 2 -2 -2 —1
A=lo 2 1 B=| 2 —1 =3
3.1 1 0 0 -3
2 -1
A+B=| 2 1 =2|>|A+8=1
1 -2

030 | Calcula el valor del determinante de la matriz AB, siendo:

0 2 0 -2 -3 9
A=| 1 13 —1 B=| 1 =1 17
-1 7 2 0 0 —1
2 -2 34
AB=1|11 =16 231|=|ABl=10
9 —4 108



SOLUCIONARIO

m —1 4
031 | ;Qué relacion deben guardar my n para que el determinante | n 3 3|seanulo?
3 50
m =1 4
n 3 3=20n—45—15m=0—->4n=9+3m
3 50

032 | Sean las matrices:

A:35 B=_24 C:6—3
-1 2 3.1 —4 3
Comprueba si se verifican las siguientes igualdades. Si alguna se verifica, decide si se
trata de alguna propiedad general de los determinantes.

a) [2A[=2/A| o |C—28[=|C|—-2[8|
b) |A+B|=|Al+B| d) [AB[=|Al-|B|
6 10 35
DAl = =44 2Al=2. =2.11=
a kA=| o, A ‘—w 2‘ 21MN=2
La igualdad no se cumple.
19 35 -2 4
b) IA+Bl= =-15 A+ 1Bl = =11-14=-3
) Iaval=|] 2 A+Bl=| 2 3+
La igualdad no se cumple.
10 -1 6 -3 -2 4
C—2B= =-1 Cl— 2Bl = -2 =
o fe-2=|_10 =0 t-zm=| & 224
=6-2—14)=34
La igualdad no se cumple.
o lagl=|? V=154 A-Bl=| 3 2172 = a =154
8 =2 -1 2 31

La igualdad se cumple porque es una de las propiedades de los determinantes.

033 | Observaquesi A = [i ;] yB= [3 ?] ,se cumple que |A+ B|=|A|+ |B|.

¢Es siempre cierto para cualesquiera dos matrices cuadradas de la misma dimension?
En caso afirmativo, justificalo y, en caso negativo, facilita un contraejemplo.

6 1
A+ Bl= =5
A+ ‘13 3\
307 30
A+ Bl=]3 3]s o=2+3=s

La igualdad se cumple en este caso pero no siempre, el apartado b) del ejercicio
anterior es un contraejemplo.

923
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Determinantes

3 51
034 | Calcula el valor del determinante | —2 8 0.
5 =3 2

Comprueba que si realizamos las siguientes operaciones, su valor no varia.

a) F,+2F; b) ¢, —3G o Fi—F+F d) G;—3C +2G
3 51
-2 8 0|=34
5 =3 2
3 51 3 51
a) |8 2 4|=34 Qg |-2 8 0|=34
5 =3 2 10 -6 3
0 51 3 =21
b [-2 8 0|=34 d) |-2 14 0|=34
-1 =3 2 5 =14 2

035 | Calcula cada uno de estos determinantes para comprobar que:
a+1 3 0 a 3 0 1 3 0
b+2 1 4/=|b 1 41412 1 4
34c 2 -1 3 2 —1 c 2 -1

a+1 3 0

b+2 1 4l=—-a—-14+36+12c—8a—8+3b+6=33-9a+3b+12c
34c¢c 2 -1

a 3 0 1 3 0

b 1 4/+]2 1 4]=036—-9a+3b)+(12c—3)=33—-9a+3b+12c
3 2 -1 c 2 -1

036 | SiMesuna matrizcuadraday |M| = 6, ;qué puedes decir del determinante de M*?
(Y del determinante de 2M?

V| =Ml Ml Ml = IMPP = 6* = 216
Si n es el orden de la matriz cuadrada M entonces: M| = 2"|M| = 27 - 6 = 271 . 3

037 | ;Qué propiedades de los determinantes se han empleado en cada una
de las igualdades siguientes?

a+b 3a|_, |a+b a|_, b a|_ ,la b
a |c4+d 3¢| “lc+d | Tld |~ c d
31 23| _[1 3
b |3 273 2
342 513 214 2 3 4
o |34 51 21/=[4 1 1
3 5 2 3 5 2
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039

SOLUCIONARIO 2

3 13 I3 13 Jo 13 Jo 13
d)y |4 =5 1|=|1 =5 1|+[3 —5 1|=[3 —5 1
4 3 4 |4 3 4 |0 3 4 |0 3 4

a) Propiedad 3 — Propiedad 5 — Propiedad 2
b) Propiedad 5 (F; — 10F,)

c) Propiedad 5 (F; — 10f,; F, — 10F3)

d) Propiedad 9 — Propiedad 6

Demuestra, sin calcular el valor de los determinantes, que el primero es multiplo de 6
y el segundo de 5.

2 9 2 37 —1
a) |5 2 -3 by | 4 21 2
6 8 —12 1M 4 3
2 9 2 29 7 29 7
a |5 2 —3]=3.5 2 —1|=6:]5 2 -1
6 8 —12 6 8 —4 3.4 =2
37 < o 7 -1 2 7 -1
by |4 21 2/=[25 21 2|=5-]5 21 2
m 4 3 15 4 3 3.4 3
31 4

Sabiendoque |2 —3 —4|=5, determina sin desarrollarlos el valor
2 0 1

de los siguientes determinantes:

3 2 4 3 22 8 1 4 6 4 1
a) 2 —6 —4 b)|1 =3 0 ¢ |5 —3 —4| d)|4 —4 -3
6 0 3 4 —4 1 3.0 1 4 1 0
3 2 4 31 4 301 4
a |2 =6 —4|=2-[2 -3 —4/=2.3.]2 -3 —4|=6-5=230
6 0 3 6 0 3 2 0 1
322 3 1 4
b) |1 =3 0|=|2 -3 —4|=5
4 —4 1| |2 0 1
8 1 4 3 1 4
0 |-5 -3 —4|=[2 -3 —4|=5
30 1 2 0 1
6 4 1 6 1 4 31 4
d) |4 -4 —3|=—|4 -3 —4|=-2.]2 -3 —4|=-2.5=-10
4 1 0 4 1 0 2 1 0
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Determinantes

040 Siendoi7 Z‘:8,determinasindesarrollar:
a) 2a 3b b) a—3b b 9 b a c d
2c 3d ¢—3d d d ¢ a+2c b+2d
2a 3b| a bl_ . o_ a—3b bl _|a bl
Dy 3d‘_2 3 d‘_6 8= 9 |e—3q d‘_c d‘_
o) b a_ _|a b=—8 c d _c d:7a b
d c c d a+2c b+2d la b c d

-

C

a b
041 | Conocidoque |5 0 10|=1, calcula el valor del siguiente determinante:
1T 1 1

5a —5b 5c¢
1 0 2
1 —1 1

5a —5b 5¢ a —-b ¢ a b a b c
1 0 2/=5-11 0 2/=-5-{1 0
11

T =1 1 T =11

a b c
042 | Sabiendoque |d e f|= 6,determina sin desarrollar el valor de los siguientes
g h i
determinantes.
2a 2b 2c 2b c+3a al5
a) |d/3 e/3 f/3 Q |2e f+4+3d d/5
g h i 2h i+3g g/5
a b c
b) | a+d b+e c+f
at+d+g bt+e+h c+f+i

2a 2b 2c a b c 0 b c
N
g h i g h i g hi

a b c a b c
b) a+d b+e c+f |= d e f =
a+d+g b+e+h c+f+i a+d+g b+e+h c+f+i
b
e
h

c
fl=6
i

Il
@ Qo
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SOLUCIONARIO 2

2b c+3a a b c+3a a
(51 (51 ) b c+3a a ) b c a
o |2 f+3d —|=2-le f+3d —|=—-le f+3d d|=—-le f d|=
> > > |h i+39 g > |hi g
2h i+3g L hoi+3g 2
5 5
b a c a b c
— 2o d fl=2.d e fl=2.6=12
S1hgil Slgnil S 5
Justifica sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
31 —6 6 1 3 8 5 9 3 -1 0
a) |5 4 —10 b) |2 5 4 o4 1 3 d) |5 4 1
2 3 —4 8 6 7 2 3 4 9 14 3
a) Eldeterminante es nulo porque: G = —2C;
b) El determinante es nulo porque: f; = F, + F,
¢) Eldeterminante es nulo porque:
: 8 5 9 4 50
G=—G+G >4 1 3|=22 1 0
2 23 4 130
d) Eldeterminante es nulo porque:
3 -1 0 3 -1 0
E=3R—-2R—>|5 4 1|=|5 4 1
9 14 3 0 00
Demuestra sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
a b c X+y y+z z+x
a) |la+2d b+2e c+2f b) | z X y
d—a e—b f—c 2 2 2
a b C a b c a b c

a) |a+2d b+2e c+2f|=| 2d 2e 2f |=2-| d e f |=
d—a e—-b f—c d—a e—b f—c d—a e—b f—c

abc
=2-d e f|=0

a b c

X+y y+z z+x X+y y+z z+x X+y x—z y—z
b) | z X y |=2- z X y |=2- z z—x z—y|=
2 2 2 1 1 1 1 0 0
x+y 1 1
=2x—2)\y—2)-| z -1 —=1|=0
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Determinantes

045 | Aplicando propiedades de los determinantes, comprueba que:

a b ¢
1 1 1 1 0 0
b—a c—a
a b cl=la b-a c—al=|, L 5 L=
a b o |a? b —ad -a bi-a c—a
1 1
=(bfa)(cfa)~‘b+a C+a=(bfa)<cfa)(cfb>

046 | Trata de convertir el siguiente determinante en el determinante de una matriz
triangular, y asi demostrar la igualdad:

a a+b b
b a b |[=(a—b)
2a 3a a+b

a a-+b b a a+b b a—b a+b b
b a b |=1b a bl=| O a bl =
2a 3a a+b a 2a—b a 0 2a—b a

a—»>b a b a—>b a b
=| 0 a-b bl=| 0 a—b b |=(a-0b)

0 a—-b a 0 0 a-—-b
a b c
047 | SilamatrizA=|d e f| tiene determinante n, averigua el valor del determinante
g h i
de las siguientes matrices:
6d 4e 2f d+f e f+e
B=|3g 2h i C=la+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
6d 4e 2f 9a 6b 3c 9a 6b 3c 3a 2b ¢
Bl=|3g 2h i|=—|3g 2h i|=|6d 4e 2f|=3-2-13d 2e f|=
9a 6b 3c 6d 4e 2f 3g 2h i 3g 2h i
a b c
=6-3-2-|d e f|=36n
g h i
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SOLUCIONARIO

12 3
SeaAlamatrizA=|1 4 9.
1 8 27

Sea B la matriz que resulta al realizar en A las siguientes transformaciones: primero
se multiplica A por si misma; después, se cambian de lugar la fila segunda

y la tercera, y finalmente, se multiplican todos los elementos de la segunda
columna por —2.

Calcular el determinante de la matriz B, usando para ello las propiedades
de los determinantes.

12 3)(1 2 3 6 34 102 6 —68 102
14 9|1 4 9|=[14 90 282|—>B=[36 —500 804
18 27] |11 8 27| |36 250 804 14 —180 282
6 —68 102 6 34 102 6 34 102 12
|B] =|36 —500 804|=—2:|36 250 804|=2-]14 90 282|=2-|]1 4
14 —180 282 14 90 282 36 250 804 18
2
12 3 S 6 2 1 2 i
=2:10 2 6|| =2||c || =2:|2:6:|5 ,|| =2:12" =288
0 6 24

Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Sisabemos que el determinante de la matriz 2A es |2A| = 8. ;Cuanto vale
el determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas
usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |2A| = 8, siendo A
X 1 1
lamatrizA=|x+1 2 2|.
X 2—x 1

a) PAl=2.1A=8=A=1

Si'en una matriz cuadrada multiplicamos por un mismo ndmero todos
los elementos de una misma fila (o columna), su determinante queda
multiplicado por ese nimero.

X 1 1
b) JAl=[x+1 2  2/=x2—2x+1
X 2—x 1
|2A|:8—>|A|:1—>x272x+1:1—>x272X:O—>{X:g
X =

2

2

3
9| =

~

29
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Determinantes

050 | Halla el valor de los siguientes determinantes, desarrollando por la fila 0 columna
que mas te interese.

3 3 -1 4 1 2 3 4
-1 =5 0 6 b —1 2 3 5
Al o 4 o0 2 V12 20 4
—1 2 1 =2 -3 =2 1 4
3 3 -1 4 2 50 2 > 5 9
-1 =5 0 6 -1 -5 0 6
D15 4 0 272 a0 2777 8=
e e -2 —4 2
-1 2 1 =2 —1 2 1 =2
2 5 2 0 1 4 14
=2.|-1 =5 6|=2-[0 -3 5:2~‘ ; 5‘:34
T2 =1 T2 =1 N
233|200 |20
- = T l==2= =—2(48+4—6)=—
b) > 20 4 103 0 3.0 (48 + 6) 9
-2 4 8
-3 =2 1 4 -2 0 4 8
3 7 1
051 | Dado el determinante |[—2 0 1|, calculalo:
1 3 —6
a) Usando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la primera columna.
3 7 -1
a) |—2 0 11=74+6—-9-84=-80
1T 3 -6
37 0 1 7 =1, 17 =
by -2 0 1|=3- (=22 |+ =-9+2(-39)+7=-80
3 —6 3 —6 0 1
1 3 —6
3 1 2
052 | Obtén el valor del determinante |2 4 —3|:
16 5
a) Mediante la regla de Sarrus.
b) Haciendo ceros en la tercera fila y desarrollando por ella.
3] 2
a) |2 4 -3=60—3+24—-8—-10+54=117
1 6 5
31 2 3 =17 =13
—17 =13
b) 12 4 =-3|=|2 -8 -—-13|= 8 13:221—104:H7
1T 6 5 |1 0 0 B
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SOLUCIONARIO 2

Calcula el valor del determinante de la matriz:

2 2 -1 2 1 O(]J 1 -1 o 11
- - =" =-1 1 1=|" =-1+2=1
2 =3 1 =2 |=1 10 1 —2 1
-2 0 1
3 -2 1 =2 |-2 00 1

Averigua, sin realizar ninguna operacion, el valor que debe tener a para que
12 -2 3

-3 0 a 2
se anule.
2 3 —4 6
53 —10 4
12 =2 3
0 0 a—6 0
F=FK+Ff—F =0 =6
R N
53 =10 4
1T —1 0 2
. 1 0o —1 2
Halla el valor de a que hace que la matriz: A = 0 1 1 2 no sea regular.
. .. —1 2 —1 a
(Navarra. Junio 2006. Grupo 1. Opcion B)
Una matriz A no es regular si |A| = 0.
L I -1 1 0 0 0 a+2
T 0 =12 _[0 =1 1 O 1 2 l=lo 2 —a
o 1 12 o 1 1 2 N N
—1 2 1T =1 2
—1 2 =14l [0 1 -1 a+2 at at
:‘O a+2—0—>a——2
2 —a
X+2 1 1 1
1T x+2 1 1 5
= 1
Comprueba que 1 1 x42 1 (x+7°,
1 1 1 1
SRR USRI [
X+ = Xt =l 0 x+1 0 |=(x+1
1 1 x+2 1 0 0 x+10
0 0 x+4+1
1 1 1 1 1 1 1 1
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Determinantes

T 1

X 2 —3 4
x2 4 9 16
x> 8 —27 64

057 | Comprueba que la ecuacién: = 0 tiene solo tres soluciones

sin necesidad de calcular el determinante. ;Cudles son?

11 T 1 1 0 0 0 Yx 3y d—x
x2 2 —3 4 _ Xz 27><2 7372< 47><2 4 9 16—x|=
x4 9 16 xX° 4—x 9—x 16—x 8—x® 27— 64—y
x> 8 =27 64| |x* 8—x® —-27—x* 64—x*
1 -1 1
=Q2-x)CB+x)4—x)| 24x 3—x 44 x

X242x4+4 —x*4+3x—=9 x*+4x+16

Las tres soluciones son: x = 2, x = —3,x = 4.

058 | Desarrolla el determinante

3 2 1 0 -1
y comprueba que es nulo. 4 2 0 —2 0
1 1 3 1 1
0 2 0 2 0
1 2 3 2 1
3 2 1 0 -1 32 1 =2 =1
420 -2 0 420 -4 0 jéj_&
1T 1 3 1 =1 1 3 0 1:2‘13 0 W:O
0 2 0 2 0 0 2 0 0 0 13 0 :
1 2 3 2 1 1 2 3 0 1

2a a a a

059 | Seala matriz A = 9 | Calcular el valor de su determinante

enfunciéndea. (d a a 2a

2a a a a 2 1 1 2 =1 =1 -1
a 2a a al_ g 1T 2 1 1_04‘1 T 0 0 _
a a 2a al| 112 1 1T 0 1 o0
a a a 2a T 1 1 2 1 0 0 1
-1 =1 =1 2 =1 =1
=a*-|—-| 0 1 O+ 1 0||=a* (14 4) = 54"
0 0 1 1 0 1
y 1 1 1T 1
060 | Obtener, enfunciéndea, byc, 14a 1 1 1
. . A:
el determinante de la matriz: 1 14 b 1 1
1 1 1+c¢ 1
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SOLUCIONARIO 2

1 1 T 1 0 0 0
—-a —a —a

T+a 1 T 1 _|"+a —a -a A_lp o ol=
T 146 1 1 | b0 0 0 ¢ o0 N
1 T T+c 1 1 0 ¢ 0

T 10

=—abc-|1 0 0|=—abc
010

En este ejercicio los nimeros x, y, zy u son todos distintos de cero. Justificar,
sin efectuar su desarrollo, que el siguiente determinante vale 0.

yz Xz xy
u u u
PO=17 0 1
X y z

(Canarias. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 3)

yZ Xz xy VZ Xz Xy VZ X2 Xy vz xz xy
uuu_111_i111_i111
I el R 1 I P A 1 I P
X y z X y z y z z
Yz Xz xy
=—-|1 1 1]=0

x> a a a
2
a x a2 al_o
a a x* a
a a a x°
(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 2. Opcion B)
x> a a a x? a a a
a x* a a|_|la—x* x*—a 0 0 |_
a a x* a a—x? 0 x> —a 0
a a a x? a—x? 0 0 x> —a
x>+ 3a a a a
0 x*—a 0 0
— =X’ 4+3a)x*—a)’ =0
0 0 x> —a 0
0 0 0 X’ —a

« Sia=0— x® =0 — Laecuacion tiene una Unica solucién real (x = 0).
« Sia >0 — Laecuacion tiene dos soluciones reales (x = &+ a)
« Sia <0 — Laecuacién tiene dos soluciones reales (x = 4/ —3a )
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063 | Se considera la funcién:

a b —2a 3b
-1 x 0 0
0o -1 x 0
0o o0 -1 x

f(x) =

Sabiendo que f(0) = —3y f(1) = f(—1), determinaray b.

-1 0 0
S|f(0):—3—>_] 0 0 01_ 3. -1 0l=3b=-3->b=-1
0 -1 0 0 0 i
0 0 =1 0
a -1 —=2a -3
. 1T x 0 0
Asf: f(x) =
sf f(x) -1 x 0
0 0 -1 X
01 ’1 ’25] ’; 10 0 |-1 —2a -3
f(1)=70 : L o= 1 0[+|—1 1 0|=
- 0 —1 1 0 -1 1
0o 0 -1 1

=a+(—4—-2a)=—-4—-a

a] _1 _ZOC’ _S 1 0 o |-1 —2a -3

f=n=| _ =a-|-1 =1 0|+|-1 =1 0|=
0 -1 0 0 -1 -1 0o -1 -1
0 0 =1 =1

=a-N+(-4+2a)=a—-4
—4—-—a=a—-—4—>a=0

064 | Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando que 2A% = A. Calcular
razonadamente los posibles valores del determinante de A.

Al =2 A% = 22|42 = 4lAP

lAl=0
Al = 44> — 4lAF —|Al=0— 1
YA —1=0—|Al=—
4
065 | Estudia el rango de estas matrices.
3 5 =22 2 6 1 3
a)[213] g1 4 s ol-2 30 5
—4 =20 8 11 -1 2 24 3 19
6 —9 1 —4 0
b) |-8 12 dl—2 8 3 |t 2 63
12 —18 31 -2 4 -8 =241
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067

SOLUCIONARIO 2

a) i 3‘ =12 = 0 — Elrango de la matriz es 2.
b | & Pl=o 6 =9_g 6 = 0 — El rango de la matriz es 1.
-8 12 12 —18
35 =2 3 5
o (1 4 5/=0 ‘ ‘:7¢O—>E|rangode|amatrizes2.
1 4
8 11 —-Nn
1 —4 0
d |-2 8 3|=-39=0 - Elrango de la matriz es 3.
31 =2
2 6 1 ) 6
e) |-2 3 0|=0 ‘ 5 3‘:18::0—>E|rangodelamatrizesz.
2 24 3 B
f) _jr ?‘:—13¢O—>EI rango de la matriz es 2.
13 —1 =5
-1 1 =3 =3
Calcular el rango de la matriz 2 4 0 —6
3 2 4 —1

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 2)

13 =1 =5 1 3 -1 =5

-1 1 -3 -3|_|-4 -8 0 12|_,

24 0 -6/ |2 4 0 -6

3 2 4 —1 7 14 0 21

1 3 =1 13 =1 1 3 =5 13
-1 1 =3]=0 -1 1 =3]1=0 -1 1 =3]=0 -1 1
2 4 0 3 2 4 2 4 —6 3 2
13 .

1 =4 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

Los rangos de estas matrices son 2, 3 y 4. Averigua, sin realizar operaciones,
cual corresponde a cada una.

3 6 9 12 123 4 3 6 9
4 -3 —2 b 5678 4 3 2
Al 3 o 3 o ' 1o 8 7 6 913 o 2
0 1 0 1 11 1 1 0 1 0
a) 3 b) 2 q 4

—-3/=0
-1

12
—1
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2 4
068 | Comprueba que la matriz [6 _3 2] tiene rango 2. Aiade dos filas que no sean

nulas ni iguales a las anteriores de modo que el rango siga siendo 2.

‘é 3‘ = —20 = 0 — El rango de la matriz es 2.
2 -1 4
. ) -3 2
Respuesta abierta. Por ejemplo:
—4 2 2
8 —4 6

4 —6
069 | Dadalamatriz|—6 9], afade una columna de modo que el rango sea 3.

—1
Demuéstralo.

4 —6 1
Respuesta abierta. Por ejemplo: [—6 9 0
2 10
4 —6 1
—6 9 0|=-12=0 — Elrango de la matriz es 3.
2 =10

3 1 0 2
070 | Comprueba que la siguiente matriz |—6 —2 3 —1| esderango 2.
12 4 -3 5

Encuentra dos columnas linealmente independientes, y expresa las otras dos
como combinacion lineal de las primeras.

31 0 31 2 30 0 T 0 2
-6 -2 3|=|-6 -2 —l|=|-6 3 —l|=[-2 3 —1|=0
12 4 =3 12 4 5 12 -3 5 4 -3 5
10 .
‘ 5 3‘:3¢O—>EI rango de la matriz es 2.

Respuesta abierta. Por ejemplo: Las columnas G, y C; son linealmente
independientes.

C} :3C2 C4 = 2C2 + Cg
071 | ;Para qué valor de m el rango 1 4 6
de esta matriz es 2? 4 m 6

Para que el rango de la matriz sea 2, el menor de orden 3 tiene que serigual a 0.

1 4 6
4 m 6/=0->—-7m—120+72430m—-184+112=0
-5 3 -7 —>2m+46=0—->m=-2

1 6

Si
4 6

‘ = —18 = 0 — El rango de la matriz es 2.
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SOLUCIONARIO 2

Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 =2 3 0
A=|2 30 -1
4 -1 6 a

(La Rioja. Junio 2003. Propuesta A. Ejercicio 1)

Para que el rango de la matriz sea 2, los menores de orden 3 tienen
que seriguales a 0.

1 =2 3

2 3 0/=0

4 -1 6

1 3 0

2 0 —1l=0>-1246—-60=0—>—-6—-60=0—>a=-1
4 6 a

1T =2 .

5 3 =7 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

Calcula el rango de cada matriz en funcion de cada uno de los parametros.

—1 2 4
a) 3 2 a

-5 —6 2

b 2 -1
b) |13 2 b+1

7 6 1

-1 4 2 1
Q) 3 ¢ 0 =3

1T 3 1 —1

1 —d 3 =2
d|-3 6 -9 6

d —4 6 —4

A =1 2 g 02 Rango (A) > 2
32
12 4
3 2 a|=-48-16a
5 6 2

+ Sia = —3 — Elmenor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz es 3.
+ Sia= —3 — El menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.
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o) ‘3 2‘:4¢06Rango(A)22
7 6
b 2 -1 b=2
3 2 b+1=4+10b-6b" —6b* +10b+4=0— e ]
7 6 1 T3

« SibeR— {2, —;} — El' menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

«Sib=20b= 1 — El'menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz
es 2. 3
9 |-1 2 = —6 =0 —Rango (4) >2
30
-1 2 1 -1 4 2
30 =3|=0 3 ¢ 0|=6-3c
1T 1 =1 1 3 1
« Sic= 2 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.
« Sic =2 — Elmenor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.
d| 1 d 3
-3 6 | —9|=9d* —36d + 36 = 9(d — 2)*
da -4 6
I g _3d—0 3 % _1_6d=0
-3 6 d —4
«+ Sid= 2 — Hay menores de orden 3 distintos de cero. El rango de la matriz
es 3.
+ Sid =2 —Todos los menores de orden 2 y 3 son nulos. El rango de la matriz
es 1.

074 | Estudia el rango de las matrices segun los valores de los pardmetros.

1 a 1 1 b 0
-2 -1 2 1 0 b
ANl 2 g ) fpr1 0 2
-1 2 3 1 2 0
11
a) ‘ 5 2‘:4¢O—>Rango(A)22
1 a 1 -2 =1 2
-2 =1 2l=4a—-12 —1 2 a=3a—23
-1 2 3 1 2 3

Para cualquier valor de a al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.
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SOLUCIONARIO 2

b) “ g‘:2¢0—>Rango(A)22

T b 0 1
10 bj=b-2b b+1
120 1

=2 +2b—4=2b-10b+2)

N O O
o N O

Para cualquier valor de b al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

Estudia el rango de la matriz para los distintos valores del parametro.

1 —1 0 5
0 1 1 a
1 0 —2 3
2 0 —3 a
T =1
0 1:1zO—>Rango(A)22
T =1 0
0 1 1l=—-3=0—>Rango (A) >3
1 0 -2
T =1 0 5 T =1 0 5
1 1 54a
0 1 1a:1 0 15+a:]_2 3 [=20—2a
1 0 -2 3 1 0 -2 3
2 =3 a
2 0 -3 a 2 0 =3

+ Sia= 10— El menor de orden 4 es distinto de cero. El rango de la matriz es 4.

+ Sia =10 — El menor de orden 4 es nulo. El rango de la matriz es 3.

a b c
Si el rango de [d e f] es 2, ;cudl serd el rango de la matriz

a b c
d—a e—b f—c|?
2a—d 2b—e 2c—f

a b c a b c a b ¢
d—a e—-b f—c|=| d e f |=|d e f|=0
2a—d 2b—e 2c—f 2a—d 2b—e 2c—f 2a 2b 2c

— Elrango de la matriz es menor que 3.

a
d

son linealmente independientes, por tanto, esta matriz tiene rango 2.

Como el rango de[ {Z ?] es 2, las dos primeras filas de la matriz cuadrada
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077

078

Sila matriz A = [z b] tienerango 1y la matriz B = [)z( ‘Z/] tiene rango 2, explicar

d
qué valores puede tener el rango de las matrices:

a b 0 0 a b 00 a b 0 0
C:chO D:chO E:chO
0 0 x y x y 00 x 0 y O
00 z w zw 0O z 0w O

Por ser la matriz A de rango 1, las dos primeras filas de las matrices C, Dy E
son linealmente dependientes y al menos uno de los valores de la matriz A
es distinto de cero.

Al tener la matriz Brango 2, las dos ultimas filas de las matrices C, Dy £
son linealmente independientes, por tanto, las tres matrices tienen al menos

rango 2.
. . . n 0 O
Sien la matriz C elegimos un menor de orden 3 0 B Xy 0
que contenga las dos ultimas filas serd 0 X y=n > owl™
z w

de la forma:

Siendo n uno de los elementos de la matriz A. Como las dos primeras filas
son linealmente dependientes el menor de orden 4 es nulo, por tanto, el rango
de la matrizCes 3.

) ) ) b 0 c d o0
Sielegimos en la matriz D un menor y 0l=0y|x y ol=0
de orden 3 que contenga las dos Ultimas w0 s w0

filas seran de la forma:

N X Q

Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz D es 2.

Si elegimos en la matriz £ un menor de orden 3 que contenga las dos Ultimas filas
serd de la forma:

a b 0

y :_b.X y
w

z W

—d-|* Y
z W

o o Q
S < o

c
x 0 o |x
z 0 z
Por tanto, dependiendo de si los valores de b o d son nulos o no, los menores

de orden 3 seran distintos de cero o no. Luego, la matriz £ puede tener rango 3.

Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz £ puede ser2 o 3.

Encuentra los valores de m y n que hacen que estas matrices tengan:
m 0 n m 0 n 2
A=Im m 4 B=[m m 4 4
0 m 2 0O m 2 n
a) Rango (A)=2yRango (B) =3

b) Rango (A) =Rango (B) =2
¢) Rango (A) =Rango (B) =3
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SOLUCIONARIO 2

m 0 n 0 n 2

m m 4/ =m*-(n-2) m 4 4=-m-(n—27

0 m 2 m 2 n

a) No podemos encontrar valores de my n que verifiquen las dos condiciones,

por tanto, el rango de A no puede ser 2 si el de Bes 3.

b) Sim=0yn=2—|" O‘¢0—>Rango(A)zz
m m

n =2 — Los menores de orden 3 son nulos y los rangos de las matrices son 2.
) Sim=0yn=2— Losmenores de orden 3 son distintos de cero y los rangos

de las matrices son 3.

Halla el rango de la matriz M en funcién de los valores del pardmetro x.

2x—6 x —1

M= X x =1
4 4 x—4
2x—6 x =1
X x =1 |=x>=10x>4+28x —24 = (x — 2)*(x — 6)
4 4 x—4

+ Six € R—{2,6}— El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.

-2 2
2 2

de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

= —8 = 0 — El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

. Six:2—>‘

. Six:6—>‘i _;‘:16¢O—> El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

Calcula el rango de la matriz A segun los valores del parametro k.

1 k —1 1
A=]2 1 —k 2
1T -1 =1 k-1

(Baleares. Septiembre 2003. Opcion A. Cuestion 2)

Tk -1

21 —k|=—K+k+2=—(k=2k+1)

T =1 =1

Tk 1

2 1 2 | =2k +5k—2=(k—2)(1—2k)
T =1 k=1
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« Si k=2 — Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango de la matriz es 3.

1 2
21

hay un menor de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

« Sik=2->

‘ = —3 = 0 — Los menores de orden 3 son nulos y al menos

081 | Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de sus pardmetros.

a+1 1 —a b
1 a+1 0 2b
a 1 1 0

a+1 1 —a a—+1 1 b
1 a+1 0|=ala+1? 1 a+1 2bl=—-ba@+a+)
a 1 1 a 1 0
1 —-a b a+1 —a b

a+1 0 2bl=-bla+") 1 0 2b|l=-bQRa*+2a+)
1 1 0 a 1 0

+ Sia € R—{—1,0}, para cualquier valor de b, hay un menor de orden 3 distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

« Sia=0y b= 0— El segundo menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

. Sia:Oyb:Oa‘l ?‘:1¢O—>E|rangodelamatrizesZ.

. Sia:—1—>‘? (1) = —1= 0 — Elrango es mayor o igual que 2: el rango

es2sib=0yes3sib=0.

X 1 0
082 | CalculaelrangodelamatrizA=|—1 2X —2] enfuncién del pardmetroX € R.
1 =1 2
N 0
—1 2N 2| =4N =2x=222X\-1)

T =1 2

« SINER— {O, ;} — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

0 1
-1 0

+ SIN=0—>

‘ =1 0 — Elrango de la matriz es 2.

1
'SWX:%% 5 1:%::OeEIrangodelamatHzesZ.
—1

1
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SOLUCIONARIO 2

Estudiar el rango de la matriz que sigue, mediante transformaciones de filas
y columnas, indicando en cada caso las transformaciones realizadas.

A=

Q Q<
Q © Q9
S Q Q

(Pais Vasco. Junio 2000. Bloque E. Cuestion E)

Si restamos la primera columna a las dos ultimas:

b a—b a—-b
a b—a 0
a 0 b—a

Si sumamos las dos Ultimas filas a la primera:
2a+b 0 0

a b—a 0
a 0 b—a

« Sia=b=0— Elrango de la matrizes 0.

3 0 0
«Sia=b=0—>|a 0 0|->Erangodelamatrizesl.
a 0 0
0 0 0
«Sib=-2a=0—>|a —3a 0 |— Elrangodelamatrizes 2.
a 0 —3a

- Sia= by b= —2a— Las tres filas son linealmente independientes. El rango
de la matriz es 3.

a 0 b 0
Si A= b+1 a 00
0 b+1 0 a
0 0 a b

a) Prueba que para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales para los cuales sea Rango (A) = 3 y otro par
de valores de a y b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcion A)

a) Sia=b=0->b+1=0—->Rango(A) >1

b+1 a 5
= 1
‘o b—H‘ b+
b 0
=b’
a b‘

Como ambos menores no pueden ser nulos para cualquier valor
deayb—Rango (A) >3
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b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

a 0 b

0
a 00 b+1 a O
b+1 a O O:a~b+1 0 al+b:| 0 b+1 al=—-a*+b' b+
0 b+4+10 a
0 a b 0 0 b
0 0 a b

« Para que Rango (A) < 4 el determinante tiene que valer cero:
a*=b*b+10 —a*=bb+1)

a 0 b
Como|b+1 a 0|=a® paraque el Rango (A) = 3 basta con tomar
0 0 a

un valor de g que sea distinto de cero:sib=1y a = J2 el rango
de la matriz es 3.

« Para que Rango (A) = 4 basta con que —a* + b*(b + 1)’ = 0, por ejemplo,
paraa=1yb=1lamatriztiene rango 4.

085 | Sean las matrices A= | ;B = oo
4 2 4

Vemos que ambas tienen rango méximo, o sea, 2. Determina los valores de c tales
que la matriz A + ¢B ya no tenga rango 2. ;Cual es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

oy ot 225 )

4 2 4 1) |4+4c 2—c
+c =1 11
‘4+4c 2_6—(14—6)-‘4 2_C‘—(1+C)(6 )
Sic=60c=—1— El menor de orden 2 es nulo y la matriz A 4+ ¢B no tiene

rango 2.
Como —1 = 0 — Elrango de las matrices A+ 6By A —Bes 1.

086 | a) SiAesunamatrizya € R, jcudndo se cumple que Rango (aA) = Rango (A)?
1 1 =1 —a
b) Estudie, en funcién de los valores de g, el rango de lamatrizz{a —1 1 a
1 1 1 a

a) « SiAeslamatriznula, surango es 0y el rango de la matriz gA también es 0
para cualquier valor de a.
« Siga= 0 — El nimero de filas o columnas linealmente independientes
de Ay de gA coincide. Los rangos de ambas matrices son iguales.
« Siag=0— Lamatriz gA tiene rango 0y solo coincide con el rango de A
si esta matriz es nula.

T 1 =
b) la -1 1=-2-2a
T 1 1



SOLUCIONARIO 2

+ Sia= —1— Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

e Sia=-1->

_1 1‘ = —2 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

087 | Toma una matriz cuadrada de orden 2y calcula su matriz adjunta. Compara sus
determinantes. Haz lo mismo con una matriz cuadrada de orden 3. Establece
una hipotesis general y trata de demostrarla.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Sea A= [ ? ;] una matriz cuadrada de orden 2.

. 3 =1 .
Aouu\):[1 2] Al=7  |AdiA)|=7
10 -1

SeaA=|-2 1 2| una matriz cuadrada de orden 3.
0 1 2
0 —4 =2

Adj(A)=[1 2 1 |Al=2  |Adj(A)]=4
1 0 1

Si A es una matriz cuadrada de orden n:

-1 Adj (A — A= [1J | Adj (A |
|Al Al

Como | Adj (A) | =|Adj (A)| tenemos que:

A—W

L
Al

= A ] > [Ad ()] = A

A7 = []] | Adj (A)] =

7 | Adj (A)]

Como A~ = ul 1

% —_
Al 1Al

088 | Halla la matriz inversa de estas matrices:

10 2 2 1 1
A=[3 2] B=|—1 1 1 c=[_7 6] p=| o 1 -3
1

1
5 4 3 2 12 3 -5 4
2
a W=2=0-5A"=| 5 3
2 2
-1 4 =2
b Bl=120—-8"=|-2 7 -3
1 -2
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_ 3
9 ld=-20=0-c"= 110 170
20 20

no9 2

A

) bl=10=0sp=|-2 11 3
10 10

3 7 1

100 100 5

089 | ;Para qué valores del pardmetro a la matriz no tiene inversa? Calcula la matriz inversa
cuandoa=2.

Ml =a-—a’
La matriz no tiene inversa si su determinante es nulo, es decir,sia=00a = 1.

1 —

1 1
1 10 2 2
Sla=2->M=[2 0 1|>|M==-2->M"= i i 1
31 2 2 2
-1 =1 1
2a a a a
090 | SealamatrizA=|9 20 a al.
a 2a a
a a a 2a
Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
. 4
A= 5a 4 1 -1
1 -1 4 —1 -1
ia=1 Al = Al = —.
Sia=1-Al=5— |47 o IR
-1 -1 -1 4
4 3 X\
091 | Para cada nimero real A\, M(X\) es lamatriz M(\) =2 1 2|. Se pide
A X -1

a) Obtener el determinante de la matriz M(\), y justificar que para cualquier
nudmero real X existe la matriz M(X) ™" inversa de M(\).

b) Calcular la matriz M(0)~".
c) SiA=M(8), B=M(4)y C= M(3), calcular el determinante de la matriz
productoA-B~'.C~".
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SOLUCIONARIO 2

a) MOVl=XN2=2n+2

La ecuacion X2 — 2\ + 2 = 0 no tiene solucion, por tanto, el determinante
de la matriz es distinto de cero y siempre existe la matriz inversa.

3

4 3 0 13
o) MO)=[2 1 2|>MOl=2>M"=| 2 2
0 0 —1 0 0 —1
A= M(@8) —|Al=50
B = M(4)— IBl=10
C=MB3)—=lcl=5
A8l =1 lc =1l - =50 L g
I8l Icl 10 5
A, By Cson tres matrices cuadradas tales que = 2.Decide
razonadamente el valor de los siguientes determinantes.
| A o |AB~| e) [(BO)™'
|B~| d) |AB7| f) |C'BY
lal=1Al=5
1 1
) B =—=—
Bl 4
) gl =1al gl =14 L =5 L =2
| | 4 4
1 4
) A8l =IA7]-1Bl = —Bl=—-4=—
| | 5 5
1 1 1 1
e 80 |=—= — ==
bl Bl 42 s
) lesl=lc gl =L b= L4 =2
Il 2
—1 0 —1
a) CompruebaquelamatrizA=|—1 0 O cumplequeA’=—A—1
2 -1 1

y calcula la matriz inversa de A.

b) SiA es cualquier matriz de n filas y n columnas tal que A* = —A — 1 y se sabe
que det (A) = m, calcula el valor del determinante de A + I en funcién de m.

(I representa la matriz unidad.)
(Cantabria. Junio 2002. Bloque 2. Opcién B)
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Determinantes

-1 0 =1 (-1 0 -1 =1 1 0
a) AV=AA=|-1 0 0|1 0 O|=|1 O 1
2 =1 1 2 =1 1 T =1 =1
—1 1 0) (=1 0 -1 0 0 1
A=AA=| 1 0 -1 0 O|=| 1 =1 0
T =1 =1 2 =1 1 -2 1T =2
1 0 -1 100 0 0 1
—A—-I=—|-1 0 O0|—(0 1T 0= 1 -1 0
2 =1 1 0 0 1 -2 1T =2
A=-A-To-A A=l A-A-DD=1>A"=-A—1
—1 1 0 100 0O -1 ©
Al=—] 1 0 =10 1 Of=|-1 =1 -1
T =1 =1 0 0 1 —1 10
o) [A+1|=|= A=Al = -m’

094 | Calculalas matrices X, Y, Zy T que cumplen las ecuaciones.

13 15 5 9 2 66 14
3) [—2 4]'X:[3o o] 2 Z'[s 1]:[—13 —3]
17 9
2 =3 1110 0 5 2
-Y: . — —
b) [4 2] [14 4 16] 9 T[z 3] o
6 9
2 3
(13 (15 5 |s 10l [(15 5 (-3 2
9 X’[fz 4] [30 o] 1 1o o7l 6 1
510
3
o v —[2 =31 (1110 0)_| 8 e (11 10 0)_
4 20 e a6 | 1 14 48] (1
4 8
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SOLUCIONARIO 2

Determina las matrices X, Y, Z... en las ecuaciones.

3 21 14 9
a) |-3 =2 o|l-x=[-17 —10
4 21 17 11

b) Y| 4 =2 1 =

-3 2 0
+[7 —4 —2]_[ 10 —10 —10]

0 —o _g4| 13 =2 =37 (-0 10 —10
1 (2 o 3 -7
o | 3|1 =1 3|.z=| 8
—8) (0 —2 —1 10
10 3
N M R | B ol
10 2
321"149_;?;149
a) X=|-3 =2 0| |-17 —10|= S 75.717 —10|=
4 21 7o) b4 gl
—1
-3 2 0
o= 0 29 e 2 ] -
a - I 0 —2 -4
5 4 1
3 -6 -8 3 10 2
= 18 6 =|=
—-23 12 —7] 2 [ 12]
—4 -3
sz 3 3
2 0 31y (-7 513 ‘11 § 8
C)Z:]—1 3 31— 8= — —— ——|.]=5
0 -2 -1 ||-8) (10 8 4  81|_18
1 1
4 2 4
= 10 3)"
o=l B e -
10 2
-2 0 3
(2 -1 (32 28 1| 5 1 7|_
=7 4) (54 52 194 4 4 4|
10 -
-2 0 3
(10 4 28| 5 1 7| (31 9
-8 12— 4 4] lo 3 =2
10 -1
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Determinantes

1 2 3 2 11 12
096 | SiendoA=|—1 5 3|yB=|—1 —4 17|, encuentrados matricesCyD
5 —4 2 12 2
tales que:
CA=B DB=A

{Qué relacion hay entre Cy D?

2 11 12) (1 2 3
C=BA"=|-1 —4 17|-|=1 5 3| =
2 12 2| 2 5 -4
2 mo2) (3-89 (310
-1 —4 17]-|—2 10 6|={3 0 —2
2 12 2] 78|15 =71 111
1 3 2 11 12}
D=AMB"=|-1 5 3|.|-1 —4 17| =
25 —4/| 2 12 2
12 3 212 —122 —235 2 -1 -2
—|-1 5 3/.—|-3 20 46|=|-5 3 6
205 —4f | 4 2 -3 3 2 -3

CD=BA"'AB"=BIB"=BB"=1- Cy D soninversas.

097 | Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2,

1 2 2 0
P: =
23 v o= )
Calcular:
a) LamatrizP™".

b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P~'XP = Q.
¢) Lamatriz cuadrada (PQP~")%

2 |P|:f1¢0—>P’1:[7§ 2]
b) P*D(P:Q—M:PQ/J**:[w 2].[2 O].[*g _Z]:
(2 6 (-3 2
T4 9] 2 —1

ey (6 =2) (6 —2)_(24 =10
o e =x=[g S S-S

Il
—
o o
[
BN
="~
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SOLUCIONARIO
Sea k un numero natural y sean las matrices:
1T 1 1
A=10 1 0 B=| 1 cC=(1 1 2
0 0 1 —1
a) Calcular A%,
b) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién: AXX = BC
(Madrid. Junio 2001. Opcion A. Ejercicio 2)
T 1 (1 11 12 2
a) A2’=AA=|0 1 0f-/0 1 Ol=|0 1 0
0 0 110 0 1 0 0 1
T2 2 (1 1 1 1 3 3
A=AA=[0 1 0[]0 1 0|=]|0 1 O
0 0 110 0 1 0 0 1
1T k k
Entonces: AA =|0 1 0
0 0 1
1T —k —k 0
b) AX=BC—o>X=(A)"8C=|0 1 0f| 1|-(0 1 2)=
0 O 1 —1
1 —k —k 0O 0 O 0O 0 O
=0 1 Of- 1 1 2= 1 1 2
0 O 1 -1 =1 =2 -1 =1 =2

00 1 1
A=| 0 0 ol yB=[0 1
-1 00 0 —1 —

(Andalucia. Junio 2002. Opcioén B. Ejercicio 3)

AX=X-Bo>AX-X=-B—>A-DX=-B—>X=(A-1)"(-B)

1
001 (100 (=1 0 1 )
A—I=| 0 0 0|—-|0 1 O|]=| 0 =1 O|=>(A-D"=| 0 -1
-1 00 (00 1 (=1 0 —1 1
2
1 1 1 1
-— 0 —— — — 0
2 21 =V 0 -1 22
X= 0 =1 of|]0 =1 =1=| 0 1
LIPS B SN I FR B
2 2 22
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Determinantes

1T —1 3 10
0 —1 2
100 | Dadas las matrices A=|—1 0 =3[, B=[-1 2/yC= [_2 1 _1] :
—1 2 1 0 1

a) Hallalainversade A — BC.

b) Resuelve la ecuacion matricial AX — BCX = A.

1 -1 3 10
a) A=BC=|-1 0 -3|—|-1 2.[_2 _1 _?]—
-1 2 0 1
1T -1 3 0 -1 2) (1 01
=|-1 0 =3|]—-|-4 3 —4|=|3 -3 1
-1 2 1) (=2 1 =) o2
7 -1 -3
[A-BCl=—-120—-(A-BC)"'=| 5 -1 =2
-6 1 3
b) AX —BCX =A — (A—BO)X = A
7 =1 =3) (1 =1 3 n —13 21
X=(A-BO)"A=| 5 =1 =2|-|-1 0 =3|=| 8 -9 16
-6 1 3/|-1 2 1) =10 12 -18

101 | Responde razonadamente:

a) SiAtieneinversa, jcudl es el rangode A™"?

b) ;Es cierto que siempre Rango (A) = Rango (A")?

c) ;Essiempre cierto que, si Ay B son matrices de la misma dimensién,
Rango (A + B) = Rango (A) + Rango (B)?

d) ;Y que Rango (A% = Rango (A)?

a)

b)

Q

Si A tiene inversa, verifica que:

1
A= 0]A = 7 = 0 — Rango (A™") = Rango (A)
Si, ya que el rango corresponde al nimero de filas o columnas linealmente
independientes y esta relacidon no cambia al trasponerlas.

No. Por ejemplo, si Ay B son dos matrices de orden 2 con rango 2, la matriz
suma A + B también es una matriz de orden 2 que no puede tener
rango 2 +2 =4

) ) 0 1 0 1] 1{0 1 00
No. P lo:siA= A? = 5 =
o. Por ejemplo: si [O O] - [O O] [O O] [O O] de modo

que el rango de Aes 1y el de A% es 0. Solo es cierto cuando A es una
matriz regular.
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SOLUCIONARIO 2

a) Calcula la matriz inversa de

N )

1
A=]|0
1

O = =

b) Escribe en forma matricial el siguiente sistema y resuélvelo usando la matrizA™"
hallada en el apartado anterior:

x+y=1
y+z=-2
x+z=3

(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

L
2 2 2
» 11
A A=2=2005A"T=| — — ——
2 2 2
L R
2 2 2
11 0] (x N (x) (11 o) [ 1
by o 1 1|-lyl=]|-2|=]|y|=]0 1 1] |-2|=
10 1] |z 30 |z 1 o0 1 3
LA
o0 A (3
R
ISR R
) ) ?

a) Sean F,, F,, F; las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3, con det (M) = —2. Calcula el valor del determinante

de la matriz que tiene por filas F, — F,, 2F;, F, + Fs.
b) Dadala matriz C = [; :] halla dos matrices X e Y que verifican:

X+Y"'=cC
X—y'=ct

siendo C'la matriz traspuesta de C.

(Galicia. Junio 2007. Bloque 1. Opcion 1)
a) Siescribimos:
det (M) =det(f, h, k)= -2

Entonces:
det(h—F, 26, h+F)=2det(h -k K L +F)=2det(A KL L+ FR)=

=2det (A, h, k) =2-2)= -4
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Determinantes

b) Sisumamos las ecuaciones tenemos:

3
'I -
(1 2) (23 5
ZX: = = X:
oy o o]
2
X4V =Coy =C-XoY=(C-X
3
(A I -
cox=|" -l 2= Sy=C-xy'=] %7
2 1 Al 2 0

3
2 2

104 | Sean F,, F,, F3y F, las filas de una matriz cuadrada P de orden 4 X 4, cuyo
determinante vale 3. Calcula razonadamente el valor del determinante de la inversa
de P, el valor del determinante de la matriz «P, donde o denota un niimero real
no nulo, y el valor del determinante de la matriz cuyas filas son 2F, — F,, F3, 7F, y F..

1
Pl=3=|P|=—=— Pl = atlp = 304
Pl 3
det (2F —F, £, 7h, F) =7det QR —F, i, B, F) = —7det 2f = F,, K, K, Fy) =
= —7det 2F, F,, K, f) = —14det (R, £, K, F) =

=—14.3=-42

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X —a -
W = =

1 | Sea P(x) =

w w = Xx
w w X =

3 X

e este polinomio de grado cuatro.

[oX

Halla dos raices

x 1 1 1 X 1 1 1
T x 1 1 _|1=-x x=1 0 0
3 3 x 3] |3-3x 0 x-3 0
3 3 3 x 3—3x 0 0 X—3
1—x 0 0 X 1 1
=—|3—-3x x-3 0 [+(x—=1-[3—3x x-—3 0 |=
3—3x 0 X =13 3—3x 0 X =73

por tanto, x = 1y x = 3 son dos raices del polinomio.

124



SOLUCIONARIO 2

Utiliza las propiedades de los determinantes para desarrollar el siguiente:

X 2x+1 3x+2

x 2x+3 3x+4

X 2x+5 3x+6
Enuncia las propiedades que has utilizado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2003. Bloque 1. Pregunta B)

X 2x+1 3x+2 1T 2x+1 3x+2 1T 2x+1 3x+2
X 2x+3 3x4+4|=x-|1 2x+3 3x+4|=x-|0 2 2 =0
X 2x+5 3x+6 1 2x+5 3x+6 0 4 4

En primer lugar, utilizamos la siguiente propiedad: si todos los elementos

de una columna de la matriz estdn multiplicados por un mismo numero,

su determinante queda multiplicado por ese ndmero. A continuacion,

a las dos ultimas filas le restamos la primera fila de la matriz por la propiedad
que dice que el determinante no varia si a una fila le sumamos una combinacién
lineal de las demas. Por Ultimo, el determinante es nulo porque tiene

dos filas iguales.

a b c
Teniendo en cuentaque |p g r|= 7, calcular el valor del siguiente determinante
: xy z
sin desarrollarlo:
3a 3b 3¢

a+p b+qg c+r
—Xx+a —y+b —z+c

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 1)

3a 3b 3c a b c
a+p b+4+qg c+r|=3-la+p b+qg c+r|=
—Xx+a —y+b —z+c —Xx+a —y+b —z+c
a b c
=3. D q r =
—Xx+a —y+b —z+c

a b ¢ a b c
=3 p q rf=-3-\p qg r|=-3-7=-21
-X -y -z Xy z

Hallar los valores de k para que la matriz |~

a) Notenga inversa.
b) Tengarango 3.

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 3)
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Determinantes

—k 4 5 6] |-k 4 5 6
a)—k1 2 3 0 -3 -3 3]
—k —k 0 =1 0 —k—4 -5 -7\
—k —k —k =1 0 —k—4 —k—5 —7
-3 -3 =3 1 T
=—k-|-k—4 -5 —7|=3k-lk+4 5 7|=
—k—4 —k-—5 -7 k+4 k+5 7
1 11
k—3 =2
=3k-lk—3 -2 0|=3k- =
i

k—3 k=2 0
= 3k[(k — 3)(k — 2) + 2(k — 3)] = 3k?(k — 3)
Sik=0o0si k=3 — El determinante es nulo. La matriz no tiene inversa.

b) Sik=0o0sik=3— El menorde orden 4 esigual a cero.
Comprobamos si hay un menor de orden 3 no nulo.

« Sik=0:
4 5 6 45
1 2 3—7‘ ‘=73¢O—>E|rangodelamatrizesS.
1 2
0 0 —1
« Sik=3:
4 5 6
1 2 3]=-12=0— Elrango de la matriz es 3.
-3 0 -1
2 1 —a
5 |DadalamatrizM=|2a 1 —1}f:
2 a 1

a) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.
b) Determinar para qué valores de a existe matriz inversa de M. Calcular dicha matriz
inversa paraa = 2.

2 1 —a
a) [2a 1 —=1l=2a-2a>=2a(1—a%
2 a 1

b) « SiaeR—{-10, 1} = El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

« Sia=0 — 2 1‘:2:&0%5rangodelamatrizesz
. Sia=1 —>“ _1‘:2¢OeEIrangodelamatrizesZ.
. 21 .
« Sia=-1 - 5 = 4 = 0 — Elrango de la matrizes 2.
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SOLUCIONARIO 2

2 2 1 2 4 1
Dadas las matrices A=|—-1 —1 —1| yT=|—1 —3 —1| sepide:
2 4 3 1 2 1

a) Probar que la matriz T tiene inversa, T, y calcular dicha inversa T~

b) Dada la ecuacion con matriz incognita B, A= T~ 'BT, calcular el determinante de 8.

c) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b).

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio B. Problema 1)

T2
a Ml==1=0->7T"=| 0 =1 —1
-1 0 2
b) A:T”BT—)B:TAT*‘—>IB|:|T|-|A|-|T’*|:|T|-|A|~|71|:|A|:2
2 4 N [2 2 1 T2
9 B=TAT'=|—=1 =3 —=1|-|=1 =1 =1|-| 0 =1 —1|=
T2 1l 2 4 3]|-1 0o 2
2 4 T2 100
=|-1 =3 —1|-] 0 =1 —1|=l0 1 0
2 4 2/|=1 0 2| lo o0 2
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./ LITERATURA Y MATEMATICAS

Amor se escribe sin hache

[Esta novela es una historia de amor contada con un humor disparata-
| do. En la siguiente escena, los protagonistas, Sylvia y Zambombo, lle-
gan a una isla después de naufragar el barco donde viajaban. Una vez
encendida una hoguera admirable, Zambombo determind construir
una cabafia.]

—iSi, si! —palmote¢ Sylvia—. Una cabatia... y tu amor... jAh! {Qué di-
chosa soy!

Zamb se dirigio a la entrada del bosque y transport6 a la playa unos
cuantos arboles que yacian en el suelo derribados, tal vez, por alguna
tormenta. Calculo la resistencia de los arboles midiendo su diametro y
su longitud y escribi6 en su cuadernito:

A+B=A+B) —A+B - (A+B +(A+B)

Elevo al cuadrado el primer término, y con gran sorpresa suya, que no
% crefa saber tantas matematicas, obtuvo:

(A+B’=A+B) —(A+B)-(A+B)+(A+B)
"~ Y sustituyendo esto por las cifras averiguadas, logré:
73* = (10 + 10)

La resistencia de los troncos del arbol era de 730 kilogramos.

bana, fueron:
73015
o sea: 10.950.

Ambos se desmayaron a consecuencia del traumatismo. Al volver en
si, era de noche.*

' * Puede calcularse que, por cada 100 kilos que le caen en la cabeza a
un ser humano, permanece desmayado un minuto. Como en 10.950
§ kilos hay, aproximadamente, 109 veces 100 kilos, resulta que Zam-
! bombo y Sylvia estuvieron desmayados durante 109 minutos, o sea,
§ dos horas menos once minutos. No nos explicamos, por lo tanto, por
B qué al volver en si era ya de noche.

ENRIQUE JARDIEL PONCELA

Puso los troncos apoyados entre si, formando dos vertientes, en nime- .
ro de quince. De manera que cuando Zamb y Sylvia se metieron deba-
= jo, los kilos de arbol que se les cayeron encima, al desplomarse la ca- |




SOLUCIONARIO

Amor se escribe sin hache
Enrique Jardiel Poncela

En esta obra, como en casi todas las de Jardiel Poncela,

el humor es el recurso literario predominante y, a través
de un manejo casi surrealista del mismo, logra que los
lectores (cuando se trata de novelas) y los espectadores
(cuando se trata de piezas teatrales) revisen su percepcion
de los problemas humanos mas importantes. En esta
novela aborda el tema del amor a través de la historia
disparatada que viven los protagonistas,

Sylviay Zambombo.

El texto anterior forma parte de una escena donde

los protagonistas han llegado a una isla después

de naufragar el barco donde viajaban. Alli tienen

que enfrentarse a cuatro problemas: localizar
geogréficamente el sitio donde se encuentran, hacer
fuego, construir una choza y encontrar viveres.
Zambombo aborda el problema de la orientacién con técnicas disparatadas, como la medida
de la velocidad del viento mediante una regla de tres:

Para ello, por medio de dos rayas, sefial6 en el suelo su estatura, que era de un metro y setenta
y cinco. Coloco en una de las rayas un papelito y midio, reloj en mano, lo que el viento
tardaba en llevar el papel a la otra rayita. Tardo cuatro segundos. Y Zamb razoné por medio
de la regla de tres:
1,75 metros los recorre en 4 segundos
1.000 metros (o sea un kilémetro) los recorrera en x
De donde x era igual a 1.000 multiplicado por 4 y partido por 1,75.
Hizo las operaciones, contando por los dedos, y comprobo que el viento corria que se las pelaba.

Luego Zambombo, como si fuera un robinsén, se dedica a hacer fuego frotando dos trozos

de madera. Cuando consigue una llamita tras seis horas de trabajo, su propio sudor se la apaga.
Sylvia le dice: «;Qué? ;No puedes hacer fuego?».Y él le contesta: «Podré, porque traigo cerillas,
pero si no las hubiera traido, no sé cémo nos las habriamos arreglado..».

Una vez encendida una hoguera admirable, Zambombo determiné construir una cabana

tal como se describe en el texto elegido.

Finalmente, el cuarto problema, el de los viveres, lo resuelven comiendo los productos
vegetales anunciados en el cartel que vieron al llegar en la playa. Veinte dias después,

Sylvia habia adelgazado dieciocho libras y Zambombo, diecinueve. Pero se recuperaron
cuando aprendieron a pescar “piscis rodolphus valentinus”.

La ingenuidad romantica de Zambombo desencadena el desenlace de esta aventura y le sirve
a Jardiel para plantear la siguiente y llegar, finalmente, a la conclusion moral de la novela.

Jardiel Poncela utiliza aqui el lenguaje algebraico como un recurso humoristico,
una aplicacién novedosa, porque en Matematicas y en las otras ciencias

se emplea para expresar propiedades o resolver problemas como este:

«Sylvia tiene 24 afos; tiene el doble de la edad que tenia Zambombo cuando ella
tenia la edad que él tiene ahora. ;Qué edad tiene Zambombo?».

Sea x la edad que tiene Zambombo.
Entonces: 24 = 2(x — (24 — x)) > 24 =2(2x —24) —» 12=2x — 24 — 2x=36 — x = 18 afos
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Sistemas de ecuaciones lineales

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.

a x4+ y=0 b) x—2y=-1
2x =2y =4 2x— y=0
a x+ y=0 x=1 b) =
2x—2y:4}—>{y:—1 x72y=71_> 3
2x — y=0 y—g
3

002 | Escribe tres ecuaciones equivalentes a estas.
a) x—2=7 b) 2x= -3 c)§—4:6

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x—9=0 2x—4=14 2—x=—=7

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
4x4+6=0 1—6x=10 10x4+15=0

c) Respuesta abierta. Por ejemplo:
xX—8=12 16 —2x=—24 3x=1060

003 | Escribe dos sistemas equivalentes a estos.

a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x —2y =3

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
x—2y=0 x—2y=0
2x+ y=5 3x— y=5
b) Aunque el sistema es incompatible, podemos considerar sistemas equivalentes.
Los siguientes sistemas se han obtenido multiplicando las ecuaciones
por una constante:
—Xx+ y=0 x— y=0
2x —2y =3 4x —4y =6

ACTIVIDADES

001 | Escribe una ecuacion con tres incdgnitas de coeficientes 4, —1y 1, respectivamente,
y con término independiente —2.
Calcula tres soluciones de esta ecuacion.

La ecuacién es 4x — y 4+ z = —2,y tres soluciones son:
x=1y=6yz=0

x=-=1,y=0yz=2

x=0,y=2yz=0
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SOLUCIONARIO 3

002 | Determina una solucién de este sistema:
—X—y+z=0
—2x=0
y—z=0

Respuesta abierta. Por ejemplo: x=10, y=2, z=2

003 | Clasifica estos sistemas seguiin su nimero de soluciones.
a) —2x+y= 2 b) —x+2y=4 Q 3x+2y=1
2x —y = -2 2x —4y =1 2x— y=3
a) Tiene infinitas soluciones. El sistema es compatible indeterminado.
b) No tiene solucion. El sistema es incompatible.
C = =
) 3x+2y=1 o x=T
2x— y=3 y=-1
Tiene solucion unica. El sistema es compatible determinado.
004 | Convierte este sistema en un sistema escalonado y resuélvelo.
X+y—z=1
—y+2z=1
—x =5
X+y— z=1 X+y— z=1 X+y— z=1 X==5
—y+2z=1> —y+2z=1> —y+2z=1—>4y=13
—X =5 —y— z=6 z=7 z=17
005

Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales utilizando el método de Gauss.

a) x+2y—2z=1 b) y— z=1
—X—y+ z=0 2x =2y + z=3
y—z=1 3x —2z=17
T2 =21 T2 =21 T2 =21
a) |[—1 =1 110|—>10 1 —=1]1|—>[0 1 11
0o 1 =11 o 1 =1 00 0|0
y—2z=1 |[*77]
Xty Z—} y=1+X XeR
y— z=1 PN
0o 1 =11 2 =2 13 2 =2 1| 3 2 =2 13
by (2 =2 1[3|—>|0 1T =1{1|—>|0 1 =1 1{—>[0 1 =11
30 =27 3 0 =217 0 -6 7|5 0 0 11
2Xx =2y +z=3 x=3
- y—z=1—=>y=2
=1 z=1

131



132

Sistemas de ecuaciones lineales

006 | Resuelve aplicando el método de Gauss.
a) y4+z=-5 b) —x—y+z+t=4
2x —y =0 3x =2y —t=-2
X+z=—4 xX+2y—2z—t=0
y+z—4t=-4
0 1 1]-5 1 0 1]-4 1 0 11—4 10
a |2 =1 0] 0|—|0 1 1]-5[—>10 1 11=5]—>0 1
T 0 1|4 2 =1 0| O 0 -1 =2 8 0 0
X +z=-4 =
- Y+z=-5—>1y=-2
—-z= 3 z=-3
-1 =1 1 11 4 1 2 =2 =1 0 1T 2 =2
3 =2 0 —1]=-2 o 1 1 —4|-4 o 1 1
b) -
1 2 =2 =1 0 3 -2 0 —1|=2 0 -8 6
0 1 1 —4|—-4 -1 -1 1 11 4 0 1T =1
12 =2 =1 0 12 =2 =1
01 1T -4 -4 0 1 1 —4
- -
00 14 —-30|-34 00 14 =30
00 2 —4|-8 00 0 =2
X+2y— 22— =0 x =-19
N y+ z— 4t=-4 =-2
14z — 30t = —34 z7=-26
— 2t=22 t=-1
007 | Discute estos sistemas de ecuaciones lineales utilizando el método de Gauss.
a) x+4+2y—2z=1 b) —2x+ y— z=1
—Xx— y+ z=0 2x =2y — z=3
y— z=1 —y —2z=7
1 2 =211 12 =211 12 =211
a) | -1 —1 110{—=({0 1 —=1|1|—>1]0 1 =111
0 1T =111 o 1 =1 0 0 0|0
Sistema compatible indeterminado
-2 1 =17 -2 1 =11 R e
b)| 2 =2 —1{3|—=| 0 =1 =2]|4|—=| 0 -1 2|4
0 -1 =2|7 0 -1 =2|7 0 0 0|3

Sistema incompatible
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SOLUCIONARIO 3

Discute utilizando el método de Gauss.

—X+y+z—-2t=-5
2x —y—t=0
X+z-3t=-2

—Xx+y—2z4+t=0

—1 1 1 =2|-5 1 0 1 =3|-2
2 =1 0 -1 O_)—] 1 1 =2|-=5
T 0 1 =3]=2 2 -1 0 =1 0
—1 1T =2 11 0 —1 1 =2 11 0
1 0 1 =3|-2 10 1 =3|-2
0 1 2 =5|-7 o1 2 =5|-7
- -
0o -1 =2 5/ 4 00 0 0|3
o 1 =1 =2|=2 00 3 —-3|-5
Sistema incompatible
Discute y resuelve este sistema:
2x+ y— z=1
—x—=2y+ z=0
X— y+Xrz=2
2 T =111 T =1 X|2 [ N 2
-1 =2 110 —=>|-1 =2 110|—=>]0 =3 X+1 2
T =1 X2 2 T =111 0 3 —1-2X\|-3
I N 2
-0 =3 X+1| 2
0 0 —Xx |-
1T =1 0| 2
+ Six=0—-|0 =3 1| 2|— Sistemaincompatible
0 0 0|1
I N 2
« Six=0—->[0 =3 X+1| 2|— Sistema compatible determinado
0 0 —x |-
T+ 2X
X =
3N
X— y+ 2= 2 TN
—3y+N\+N0z= 2;>iy=—— conxeR-{0}
—Xz=-1 3N
1
z=—
PN
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Sistemas de ecuaciones lineales

010 | Discute y resuelve el siguiente sistema:

X—=2y+z=-2

2x —2y =1
X—Xz=3
1T =2 1 ]=2 1 =2 1 =2 1 =2 1 1-2
2 =2 0 11—10 2 —2 5|—10 2 =2 5
1 0 —X\| 3 0 2 —Xx—1| 5 0 0 1—=X\| O
12 1 |2 X:35
« Six=1->(0 2 =2 5| — Sistema compatible — {y = —
0 0 1=X| 0 2
z=0
1T =2 112
« Six=1—>(0 2 —=2| 5|— Sistema compatible indeterminado
0 0 0] O
xX=3+a
X—2y+ z2==2 5+2a

2y —2z= 5{—> 4y = conag € R

0= 0
zZz=4d

011 | Escribe mediante ecuaciones este sistema, y resuélvelo aplicando el método de Gauss.

1 2 2| [x 1
-2 1 =1]-ly|l=|-2
0 -2 1 |z —1
X+2y—2z= 1 1 2 =2 1 1 2 =2| 1
22X+ y— z==-2;— -2 1T —=1{-2]—10 5 =5 0
—2y+ z= -1 0 -2 1] -1 0 -2 1] —1
1 2 =2 1 X+2y =2z =1 X =1
-0 5 =5| O|—= S5y =5z= 0;—=qy=1
0 0 —5|-5 —5z2=-5 z=1

012 | Determina la expresidon matricial de este sistema, y resuélvelo como si fuera
una ecuacion matricial.

—3x+4+ y+2z= 0
—X =2y + z=-2
X—y+ z= 1
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SOLUCIONARIO

AX=B—>X=ATB

-1 -3 5
|A|=11¢0—>A-‘:i 2 -5 1
M3 27

=3 s o) X =1

X=—| 2 =5 1| |=2|=|1|=1y=1

W3 2 70| 1] | 7=1

Utiliza el teorema de Rouché-Frébenius para determinar si estos sistemas
son compatibles, y resuélvelos aplicando el método de Gauss.

a) 2x—-3y+ z=-2 b) X+3y—2z=1
—X— y+2z=0 —2x —3y+ z=0
X—4y+3z=-2 —X —z=7

2 =3 1 2 =3 1]=2
a) A=|—-1 —1 2 A¥=|—-1 —1 2 0
1T —4 3 1 -4 3|-=2
|Al=0
‘ ? _?‘:—5¢O—>Rango(/-\)=2
2 -3 =2
-1 =1 0|= 0 —Rango (A¥) =2
1 -4 =2

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

2 -3 1|-2 1 -4 3|=2) (1 -4 3]-2) (1
—1 =1 2| o|l=|=1 =1 2| o|>lo =5 5|-2|=|0 =5 5|-2
1 —4 3|-2 2 =3 1|=2] o 5 =5| 2] o
245\
X:f
X—4y +3z=-2
- -
75y+52272} ,_ 245
Z=\
13 2 13 -2 1
b) A=|-2 -3 1 Ar=|-2 =3 10
10 -1 10 -1 7
Al =0
" 3123205 Rango(A) =2
2 3|7 9o =

—4 3|2

00

conx eR

0
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Sistemas de ecuaciones lineales

1 31
—2 =3 0|=18=0—>Rango(A*) =3
-1 0 7

Rango (A) = 2 # Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

014 | Mediante el teorema de Rouché-Frébenius, determina si el sistema es compatible.

2Xx+y—z+t=1
X—3y+z—-t=0

3x =2y =1
y—2z=4
2 1T -1 1 2 1T =1 11
A:1 -3 T =1 A*:] -3 T =1 0
3 =2 0 O 3 =2 0 0 1
0 1 -2 0 0 1 =2 0 4
2 1T -1 1 2 1T =11
IAI—] -3 1 4:3 -2 0 O:O
3 =2 0 O 3 =2 00
0 1 =2 0 0 1 =2 0
2 1T =1
1 =3 1/=—-11=0—>Rango(A) =3
3 =2 0
2 1T =11 2 1T =11
1 =3 10 1T =3 10 — 0 - Rango (4% = 3
3 =2 01 1T =3 10
0 1T =2 4 -8 -3 2 0

Rango (A) = Rango (A*) = 3 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado
015 | Discute este sistema aplicando el teorema de Rouché-Frobenius.

X+y—z+t=1
—Xx—=3y+z-2t=0

=2y —t=1
y—2z=-3
1 I 1 1 T =1 1 1
A= -1 -3 1 =2 I -1 =3 T -2 0
0 -2 0 -1 0 -2 0 -1 1
o 1 -2 0 o 1 -2 0 =3
1 1T =1 1 1 I 1
Al = -1 -3 1 =2/ _ (0 =2 0 -1 -0
0 -2 0 -1 0 -2 0 -1
o 1 -2 0 o 1 -2 0
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SOLUCIONARIO 3

1 -3
0 -2 O0|=—-4=0—->Rango(A) =3
0 1 -2
I T T I T T T
1 =3 1 0| o =2 o 1
- — R ®
o 2 o 17 lo 2 o 1|707Rango)=3
0 1 -2 =3 lo 1 -2 =3

Rango (A) = Rango (A*) = 3 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Afade una ecuacion al sistema de ecuaciones 2X+2y—z=1
para que se convierta en: X— y+z=3

a) Un sistema compatible determinado.
b) Un sistema compatible indeterminado.
¢) Un sistema incompatible.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

2x+2y —z=1
—X— y+z=3
2X+ y+z=1
b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
2X+2y —z=1
—X— y+z=3
X+ y =4

¢) Respuesta abierta. Por ejemplo:

2X+2y —z=1
—X— y+z=3
X+ y+z=1

Evalla si se puede aplicar la regla de Cramer a estos sistemas de ecuaciones.

a) x+y+z=-2 b) x+2y+z+t=0
X—y+z=4 X—=3y4+z-2t=-2

a) Elndmero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas.

1 11

T =1 1|=-2=0 — Se puede aplicar la regla de Cramer.

0 -2 1

b) El nimero de ecuaciones no es el mismo que el nimero de incognitas,
por tanto, no se puede aplicar la regla de Cramer.
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Sistemas de ecuaciones lineales

018 | Escribe dos sistemas de ecuaciones lineales a los que se pueda aplicar la regla
de Cramer y que cumplan cada una de estas condiciones.

a) Tenga 3 ecuaciones. b) Tenga 4 incégnitas.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z=1
X+y =0
y+2z=0
X+y+z=2
X—y+z=0
y+z=0

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z+t=4
X+y—z—t=0
2X+y—2z =2

y+z4+t=3

X—y+z— t=4
X+y—z— t==-2
X+y—2z =—1

y+z+2=-1

019 | Evalua si se puede aplicar la regla de Cramer a este sistema, y si se puede, calcula |A,|,
|A,| y |A,] y resuelve el sistema.

—X+2y—z=2
X—y+2z=1
—2x+z=-1

El nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas.

—1 2 =1
1 =1  2|=-7=0— Sepuede aplicar la regla de Cramer.
-2 0 1
2 2 =1 ‘ ‘
Al=] 1 =1 2|l=-7->5x=1"1=1
-1 0 1 A
—1 2 =1
Al=| 1 1 2:—w4—>y:m:2
2 -1 A
—1 2 2
|Al=| 1 -1 1:—7—>z:m:1
—2 0 -1 A
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SOLUCIONARIO 3

Resuelve este sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer, si es posible.

—2x+y—z+t=4

—X—3y+z—2t=-8
=2y —t=—4
y—2z=-1

El nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas.

-2 L 1 o 7 -3 5

7 =3 5
-1 =3 1 =2 _|-1 =3 1 =2
= =/-2 0 —1|=9=0
0 =2 0 -1 0 =2 0 —1
T =2 0
0 1 =2 0 0 1 =2 0
— Se puede aplicar la regla de Cramer.
53 12| |oom o | 5]
|AX|=_4 oo ilFl e T g lE|mm 17 =2|=0
T - - - -6 8 -1
-1 1 =2 0] |-—1 T =2 0
I B e O A I
Al=|" = =14 0 -1|=-3
4] 0 -4 0 -1 0 -4 0 =1 |, 5 |
0 -1 =2 0 0 -1 =2 0
SN I IR R ) I
=10 5 4 G| 0 2 e |F|T T 2|=3
I e 0 —6 -1
0 1 -1 0 0 1 o0
R e
Al=|". = Cl=|-2 0 —4|=4
A 0 -2 0 —4 0 -2 0 —4 1 -2 —i
0 1 =2 -1 0 1 =2 -
P 2 y_m:_i oAl Al e
|Al Al 3 Al 3 A3

Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante la regla de Cramer.

x+ y—2z= 0
X—y+ z= 1
2x+4y —4z= -1

a) 3x +2y—3z=0 b)
XxX— y+4z=1
2x+3y —7z=-1

3 2 =3 3 9
a |1 —1 41=0 ] : =—-5=0—->Rango(A) =2
2 3 —7 N
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Sistemas de ecuaciones lineales

32 0

1T =1 1| = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n°de incognitas
2 3 =1

Sistema compatible indeterminado

Consideremos el sistema: 42y =3z }

X— y=1-4z

al=| 22 Zl=sz-2 Al = 32 | _3 15,
1—4z -1 1 1—-4z

Al _sz2-2_2-5 y_m_afwz_wzfa
A -5 5 A -5 5

La solucién es: x = 2_55>\, = ]5)\5_3, z=XconheR

1 I : .

b) |1 —1 11=0 ‘1 ]‘——2¢O%Rango(A):2

2 4 —4 N

1 1 0

T —1 1/=0-Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.°deincdgnitas

2 4 -1

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: Xty=2z }
—y=1-z
z 1 1 z
IAXI7‘1_Z _]‘7_1 IAylf‘] 1_Z‘J—zz
Al 1 Al 1-2z 271
X = = — y= = =
Al 2 Al -2 2
La solucion es: x:%, y = 2>\2_1, z=XconXeR

022 | Resuelve el sistema utilizando la regla de Cramer.

2x+y—3z+2t=4
—X—=3y+2z-2t=0
X —2y—2z=4
3x+4y —4z+ 4t =4

2 1 =3 2] |2 1 -3 2
123 1 =2 |12 200
_ =0 — Rango (A) < 4
1 =2 —2 o|T|1 =2 —2 o|T9>RangoW<
3 4 —4 4| [3 4 —a 4
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SOLUCIONARIO 3

2 1T =3 2|4 2 1T -3 2| 4 2 1T =3 2|4
-1 =3 1 =210 N 0 -5 -1 =2| 4 N 0 -5 =1 =24
1T -2 =2 014 0O -5 -1 =2| 4 0O 0 0 0|0
3 4 -4 4|4 0 5 1 2|4 0O 0 0 0/0

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

2X+y=4+3z-2t
—X—=3y=—-z+2t

Consideramos el sistema:

|A.| = 4t3z—ax 1 =—12-8z+4 > x= all _ l2w8zoat
-z+2t -3 |Al 5
| 2 4+3z-2t] Al —8—z+2t
\Ay\_‘_1 o4t ‘—84—2 2t—>y_—w —
La solucion es:
‘ 12+8)\—4u, y:—8—)\+2u, =N t=p conhpeR
5 5
Resuelve este sistema: 5x—y+2z=0
—2x+y—z=0
—X—y—z=0
5 =1 2
-2 1 —=1|=-=3=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas

Sistema compatible determinado

Lasoluciénes: x=0, y=0, z=0

Escribe un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de cuatro ecuaciones
y que tenga:

a) Solucién unica.

b) Infinitas soluciones.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z+t=0
X+y—z—1t=0
2X+y—2z =0

y+z4+1t=0

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X+y+z+t=0
x+y—z—-1t=0
X4y =0

y+z+t=0
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Sistemas de ecuaciones lineales

025 | Discute este sistema en funcion de los valores de m.
—Xx+ y— z=-1
4x =2y + 2z=2m

—3x—-2y+mz=—-4

—1 1 =1
4 -2 2|=4-2m
-3 =2 m

Si m =2 — |Al= 0 = Rango (A) = Rango (4*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

Sim=2-A=0

‘_; ;‘_—2¢O—>Rango(A):2
—1 I

4 -2 4|=2=0->Rango(A*) =3
-3 =2 —4

Rango (A) = Rango (A*) — Sistema incompatible

026 | Discute el sistema segun los valores de a.
2x—3y+ z=0
x—ay —3z=0
5x4+3y— z=0

El sistema es homogéneo — Rango (A) = Rango (A*) — Sistema compatible

2 =3 1
1 —a —-3|=7a+63
5 3 -

« Si g=—9 — |A = 0 = Rango (A) = 3 = n° de incdgnitas
Sistema compatible determinado
«Sia=-9-1A=0

2 =3 S
. 9|7 21=0 —Rango (A) = 2 < n.° de incognitas

Sistema compatible indeterminado

027 | Resuelve este sistema en funcion de los valores de m.
—X+ y— z=-1
4x =2y + 2z=2m

—3x=2y+mz=-4
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SOLUCIONARIO 3

Sim=2—|Al=4—2m =0 — Se puede aplicar la regla de Cramer.

-1 1 =
Adl=|2m —2 2 |=-2m’+6m—4=—-20-—m)@2—-m)
-4 =2 m
-1 -1 -1 1 =
Al=| 4 2m 2|=—-2m+m—-=7) |Al=| 4 —2 2m|=22—-10m
-3 —4 m -3 -2 -4
(oAl —0-me-m
|A| 4—2m
Al amP+m=7)  m4+m-7
|A| 4—2m m-—2

L Al 22—10m  5m-1
Al 4 —2m m-—2

Resuelve el sistema segun los valores de a.

2x—=3y+ z=0
x—ay —3z=0
5x+3y—2z=0

«Sia= -9 [Al =7a+63=0
Como el sistema es homogéneo la solucidnes: x=0, y=0, y z=0

«Sia=-9->A=0

— 2X —3y = —
2 3 = 21= 0 — Consideramos el sistema: X=3y ‘
T 9 X+9y =3z
—z -3 2 —z
|AX|_‘3Z 9‘_0 |Ay|_‘1 3|77
co g A7z 2
Al A 21 3

La soluciones: x =0, y:%, z=xconxeR

Resuelve por los métodos clasicos: reduccién, igualacidn o sustitucion, los sistemas
de ecuaciones y clasificalos atendiendo a su nimero de soluciones.

a) 2x+5y=1 } q 2x+6y:5} e) 3y+z=3
—3x+2y = —11 —3x—9y =1 3x+4y =11

—2x+2z= -8

b) 4x—6y =10 } d) 2x+5y= 4 f) 3a—2b=—1
—6x +9y = —15 —x—y=1 —2a—-b=-4
3x +2y =-5 a+4b=3
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Sistemas de ecuaciones lineales

a) 2x+5y=1 X =3
—
—3x+2y =—11 y=—1

Sistema compatible determinado

b — 6y =
) Ax—6y 10 e2x—3y:5%x:5+3>\, y=X conxeR
—6x 4+ 9y = —15
Sistema compatible indeterminado
 2x+6y=5 6x + 18y =15
—3x -9y =1 —6x — 18y =2
Sistema incompatible
2 S5y =4
! :;t y—] - X=-3
y= y=2
3x +2y=-5
Sistema compatible determinado
e) 3y+ z=3 3y4+z=3 3y+z=3 x=1
3x+4y =11 > 3x+4y =11t = 3x+4y =11 —>iy=2
—2x +2z=-8 X+ 3y =7 — 5y =-10 z=-3
Sistema compatible determinado
fy 3a—2b=-1 6a — 4b = -2 a=1
—20— b=—-4t—>—-6a—-3b=—-12t{>b=2
a+4b=3 a+4b=3 T+8=3

Sistema incompatible

x+2y =1

030 | Dado el sistema
3x — y=2

}, escribir una tercera ecuacién de la forma ax+ by =c

(distinta que las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones
y dos incégnitas resultante siga siendo compatible.

x+2y:1}_}

3x 46y =3
%
3X— y=2

—3x+ y=-2

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+2y =1
3X— y=2
IX+7y=6

X =

El
7
y—i
7



031

Resuelve aplicando el método de Gauss.

SOLUCIONARIO 3

a) 2x+3y+5z=1 d) 3y+z=3 Q) 3x—y+2z=7
4x4+7y +13z = -1 3x + 4y =11 —X+2y+5z=-2
2x+3y+7z=-3 —2x+2z7=-8 3x+4y +19z2=8

b) x+2y+z=1 e) x—2y—z=-—1 h) 2a—4b— c=—7

X+y—z=1 X—y+2z=2 —3a+2b—-3c=-4
2x+3y+z=1 X+2y+z=3 —a—3b—8c=—-12

o 5x+2y+3z=5 f) —p+3q—r=12
—X+3y—2z=12 3p+2r=7

X+y+z=2 5p—6q+4r=>5
2 3 5|1 2 3 5] 1 2x+3y+5z=1 x=1
a) 7 13|=1—>|(0 1 3|-3|—> y+3z=-3—>1y=3
2 3 7|3 00 2|4 2z2=—4 z=-2
T2 1 T2 1) 1 101
by (1 1 —=1|1|—=>]0 =1 =2| 0|—=|0 -1 =2 0
2 3 1 0 -1 =11 o 0 11
X+2y+ z=1 X =2
- — y—2z2=0 t—>{y=2
z=-1 z=-1
52 3|5 11 12 1 1 1] 2
Q |—-1 3 =2[12|>|-1 3 =2(12|—>|0 4 —-1]14
11 1|2 52 3|5 0 -3 -2|-5
11 11 2 X+ y+ z=2 x=1
-0 4 =1|14|—> 4y — z=141 >y =3
0 0 —11]22 —11z=22 z==2
0 3 1| 3 34 01N 34 0|11 |3 4 0 11
d| 3 4 0l1f—>| 0 3 1| 3|—>|0 3 1| 3]—>|0 3 1| 3
-2 0 2|-8 -2 0 2|-8 0 8 6|-2 0 0 10(-30
3x + 4y 11 x =1
- 3y+ z=3 [->ijy=2
10z =-30 z=-3
T =2 =1]-1 T =2 —=1|-1 T =2 —=1]-1
e [T =1 2| 2{—>|0 1 3| 3|—>|(0 1 31 3
T2 1] 3 0 4 2| 4 0 0 —-10|-8
x =1
X=2y— z=-1 :i
- y+ 3z=3 — Y 5
—10z=-8 4
zZ=—
5
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Sistemas de ecuaciones lineales

—1 3 =112 -1 3 =1]12 -1 3 =1|12
fy|] 3 0 2|7|>] 0 9 —=1143|->| 0 9 —1|43
5 -6 4|5 0 9 —1]65 0 0 0]22

Sistema incompatible

3 -1 2|7) (=1 2 5]-2] (=1 2 s5|-=2
9 |-1 2 5|=2|=|3 =1 2| 7|=| 0 5 17| 1
34198 3 4 19| 8 0 10 34| 2
C12-9x
12 5]=2 s T
S| 005 7] X+5y+172:]_} =D e
00 0 0 y+1/z= = con A €
Z=X
2 4 1] -7 13 8l (13 8| 2
h |3 2 —3|-4|->|-3 2 —3|-4|-=l0 11 21| 32
~1 -3 -8|-12 2 —4 —1|-7] |0 =10 —17|-31
P
13 8] 12) x+ 3y+ 8z=12 =
— |0 11 21| 32|—> Ny +21z=32 | > iy =—
0 0 23|-21 B3z7=-21 23
__2a
23

032 | Utiliza el método de Gauss para discutir los siguientes sistemas de ecuaciones

lineales.

a 6x—3y=9 e) —4p+2q=-8
—4x +2y=—6 6p —3g=5

b) —x —3y =2 f) 3x =3y =3
2x + y=—1 2x =0

o x-— y+22:4’ g) 2x+ 3y — z=3
2x —2y+ z=6 3x +4y+2z=5
5x —5y + 4z =16| 5x4+7y+ z=1

d) 3a+2b+2c=1 } h) 3a+ b— c=2
2a4+ b+ c=0 —2a+ 3b+2c=5

3b+2c=-1 116 + 4c =19

a) [ 6 3 ‘ 9] - [8 7(3) g] — Sistema compatible indeterminado

b) [21 -3 ‘ 2J — [3 72 ‘ i] — Sistera compatible determinado



SOLUCIONARIO 3

1T =1 214 I 2| 4 1

Q|2 =2 1|6/—>{0 0 =3|=2|->|0 0 —3|=2
5 =5 4116 0 0 —-6|-4 0

Sistema compatible indeterminado

2 211
1T 1] 0=
0 3 2|-1

Sistema compatible determinado

O O w
w = N
O O w
[@RE ]
No

21 1
1l 2|—>
2| =1

916 3| 5| 0 o|-7

—4  2|-8 —4 2_8]—>Sistemaincompatib|e

f) ; _é S]—)[i _2 g]e[é _2 2]—>Sistemacompatibledeterminado
2 3 —1|3 2 3 -1 3 2 3 -1 3
9 (3 4 2|5|>|0 —1 7 11—>10 =1 7 1
5 7 111 0 —1 71-13 o 0 0|—-14
Sistema incompatible
31 =1)2 31 =1)2 31 =12
h -2 3 21 5|—=10 11 4119|—>|(0 11 4119
0 1 4119 0 11 4119 0 0 0|0

Sistema compatible indeterminado

033 | Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

y—x=1z
X—z=y
y+z=x

(Extremadura. Septiembre 2005. Repertorio A. Ejercicio 2)

—Xx+y—-2=0 -1 1 =110 -11 =110 -11 =10
X—y—z=0r—=| 1-1-10|—=| 00 -2|0|—=| 00 =210
—Xx+y+2z=0 -1 1 1]0 00 2]0 00 010

—X+y—z=0 X=X
— Y B }%

2, —0 y=X conxeR
z=0

034 | En un sistema hay, entre otras, estas dos ecuaciones:

Xx+2y—3z=5 'y 2x+4+4y—6z=-2.
{Qué puede decirse de las soluciones del sistema?
(Cataluiia. Septiembre 2005. Cuestion 1)

Como los coeficientes de las incognitas son proporcionalesy los términos
independientes no lo son, el sistema es incompatible.
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Sistemas de ecuaciones lineales

035 | Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas
que sea incompatible.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X+y+z=3
X—y—z=-]
2x+y+2z=0

2x 4+ 2y — z=1

036 | Dado el sistema X+ y+27=1

}, escribir una tercera ecuacion de la forma

ax + By + ~z =1 (distinta que las anteriores) de manera que el sistema
de 3 ecuaciones y 3 incégnitas resultante sea compatible indeterminado.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2X+2y — z=1
X+ y+2z=1
5z=1

3x —2 =5
037 | Dado el sistema de ecuaciones x y+z }

2x =3y+z=4
a) Anade una ecuacion lineal de manera que el sistema resultante sea incompatible.

b) Anade una ecuacién lineal de manera que el sistema resultante sea compatible
indeterminado. Resuelve el sistema.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:

3Xx—=2y+z=5
2x=3y+z=4
3X—=2y+z=1

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

3x—=2y+z=5 3x—=2y+z=5 3x—=2y+z=5 x=T1-=X
2x—=3y+4z=41—> x+ y =lf—> x+ y =1r—>1y=\ conXeR
x+y =1 x+y =1 0=0 z=2+45\

038 | Discute por el método de Gauss el sistema:

X+2y+z=2
—Xx+3y+z=0
—X+y+az=1
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SOLUCIONARIO 3

12 1|2 1 2 1 2 1 2 1 2
-1 3 1]|0|—>[0 5 2 |[2|—>]|0 5 2 2
-1 1 a1l 0 3 1+a|3 0 0 1-5a|-9
12 1 2
*Siag=——1|0 5 2 2| — Sistema compatible determinado
0 0 1-5a|-9
1 12 1] 2
« Sia=——1(0 5 2| 2|— Sistemaincompatible
> 1o 0 0|9

039

040

041

2X+y—z=2

el sistema resultante sea compatible indeterminado.
(Madrid. Junio 2005. Opcién B. Ejercicio 1)

1 12 3 1 12 3] 1
2l->l0 =3 =7 | 0 |>lo =3 -7 | 0o
3 10 =9 a—15/8=5] |0 0 a+6|B-5

Para que el sistema sea compatible indeterminado debe ocurrir que:
at+6=0—->a=-6
B—5=0—B=5

1
0
halle los valores de a y b que hacen que las dos matrices conmuten, es decir,
que hacen que se cumpla AB = BA.

Dadas las matrices A = [(1) i'] y B= [ ?] ,donde ay b son nimeros reales,

(Catalura. Aho 2005. Serie 4. Cuestion 1)

oo o 1=l 3]

G N

1=1
a+b=a+b
0=0
1=1
Los productos son iguales para cualquier valor de ay de b.

AB = BA—

Considera las matrices A = 12 y B= .
3 4 z 0

;Qué condiciones han de cumplir x, y y z para que las matrices Ay B conmuten,
es decir, para que AB = BA?

(Cantabria. Septiembre 2005. Bloque 2. Opcion B)

Resolver el sistema de ecuaciones; X +2Y +32=1 } . Hallar dos constantes ct y 3

de manera que al anadir al sistema anterior una tercera ecuacién: 5x + y + az =3,
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Sistemas de ecuaciones lineales

AB—] 20 [x yl_| x+2z vy
13 4) |z 0] [3x+4z 3y

e Qb3 2

z 0} |3 4 z 2z
X+2Zi§+3i , ;nyZig >3 olo
AB = BA— y=axtayl x4y =01 413 o 30
3X+4z=7 3x +3z=0
0 3 =210
3y =2z 3y—2z=0
2 3 010 2 3 01]0
-0 =9 6|0|—>|0 -9 6|0
0 3 =210 0O 0 0]0
X =-=3X
%2x+;y 6 ig}% y= 2Xx con xeR
-y Fez= z= 3\
042 | Escribe mediante ecuaciones estos sistemas.
23 s |* (3 ; : _41
— .a p—
a) [1 2 —1] )Z'_{—1] 2 I [b]_ 2
—6 7 5
a) 2x+3y+5z=3
X+2y— z=-1
b) a+4b=-1
20+3b=4
a+5b=2
—6a+7b=>5
043 | Escribe en forma matricial estos sistemas de ecuaciones.
a) x+2y—3z=-2 o x+y— z+t— v=-1
—X— y+2z=3 2x — 3z+ 6v=2_8
3y —5z=0
b) p+g+r—s=3 d) x+y—z=3
2p—q+2s=5 X+ z=-7
q+3r—5s=-—1 2x+y+4z=5
3y —9z = -1
12 =3) (x) (-2 111 =) [P
a [—=1 =1 2| |y|l=]| 3 b2 =10 2/]9=
0 3 -5] |z 0 013—52—1




044

SOLUCIONARIO 3

y 1=y [ 3
c)11_11_1]~§=[1] P I o B
20 -30 67| |8 B A I
y 03 —9 -1

Escribe en forma matricial, y luego resuelve empleando la matriz inversa.

a) 4x—y=18 b) X—z=-—7
3x+2y=28 2x+y—3z=-26
4y +2z=0

o5 B

AX =B X=AT8
A=11=0>4"=| 1

i

2
. F 11 _18: 4 x=4
S IS O o e
Il

10 —=1] {x -7
by |12 1 =3||y|l=|-26
0 4 2] |z 0

72 1
3 3 6
|A|=6¢O—>A”:—£ 1
3 3 6
4 2 1
3 3 6
72 1
g ]3 ? -7 1 x=1
4 2 0 8 z7=28
3 3 6

151



Sistemas de ecuaciones lineales

045 | Discute los siguientes sistemas de ecuaciones lineales utilizando el teorema
de Rouché-Frébenius.

a) x+3y—5z=-8 Q) 3a+2b—6c+3d=7
3x+6y —5z=0 a—b+2c—d=6
4x +9y —10z= -8 6a—b=3

b) 8x —6y +2z=—1 d) a+5b=7

3x+y—z=10 —2a+2b+3c=-2
—x+3y—2z=5 —a+3b+2c=1
db+c=4
1 3 =5 13 —=5|-8
a) A=[3 6 -5 A*=|3 6 —5| O
4 9 =10 4 9 —-10|-8
|Al=0
13
=—-3=0—->RangoA) =2
4 9
1 3 -8
3 6 0|=0->Rango(A*) =2
4 9 -8

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

8§ -6 2 8§ —6 2|-1
b A=| 3 1 -1 Ax=| 3 1 —=1]10
-1 3 =2 -1 3 =2| 5

\A\ = —14 = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas

Sistema compatible determinado

32 -6 3 3 2 -6 3|7
o A=|1 -1 2 -1 A*=11 =1 2 =116

6 -1 0 0 6 -1 0 013
2 —6 32 3

1T -1 21=0 1T =1 =11=0

6 -1 0 6 -1 0

‘? 21‘:75¢O—>Rango(A):2

32 7

T =1 6[=110=0— Rango (A*) =3

6 —1 3

Rango (A) = Rango (A*) — Sistema incompatible
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SOLUCIONARIO 3

1T 50 15 0] 7
-2 2 3 .« |-2 2 3|2
d)A_—132 A_—1321
0 4 1 0 4 1| 4
150 150
-2 2 3|=0 -2 2 3|=0
-13 2 0 4 1
! 5:12¢O—>Ran 0A) =2
2 2 9
150 7 1T 50 7
=2 2 3 =2/_|0 12 3 12| _,
-1 32 1/ 10 8 2 8|
0 4 1 4 0 4 1 4
15 7 15 7
-2 2 =2|/=0 -2 2 =2/=0
-1 3 1 0 4 4
Rango (A*) =2

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

Resuelve, aplicando la regla de Cramer, estos sistemas compatibles determinados.

a) 2x+y=2 }

¢ 2a—3b=6
—3x —2y = —1

—a+5b=-3

b) 3a+2b+2c=1 d) 3x+5y =33+2z

2a+b+c=0 3x=19—y
3b+2c=—1 104+3z=x+2y
a) A= ‘ 75 7; ‘ = —15= 0 — Se puede aplicar la regla de Cramer.
2 1 2 2
=] 3 _J=-3 nl=| 5 3=+
X:|AX|:3 y:m:_zl
Al |Al
3 2 2
b) [Al=|2 1 1|=1%=0— Sepuede aplicar la regla de Cramer.
0 3 2
12 2 3 1 2 3 2
A= 0 1 1|==1 |&l=]2 0 1|==5 |Al=]2 1
-1 3 2 0o -1 2 0 3
T
A A A
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Sistemas de ecuaciones lineales

q A= ‘ j -3 ‘ =7 = 0 — Se puede aplicar la regla de Cramer.
6 —3 2 6
Al ‘ s =2 IAbI—‘4 73‘_0
ol W
A A
3 5 =2
d) lAl=]|3 1 0]|=263==0— Sepuede aplicar laregla de Cramer.
1 2 =3
33 5 =2 3 33 =2 35
IAl=119 1 0]=130 I4l=[3 19 0|=104 |Al=[3 1
10 2 -3 1 10 -3 1 2
ol ,ohl_, LAl
Al Al Al
047 | Resuelve, aplicando la regla de Cramer, estos sistemas compatibles
indeterminados.
a) X+2y+z=6 d)] 2a—b=0
—3x+4+y—2z=-3 1Ma—b—3c=0
2x =3y +z=-3 a—2b+c=0
b) x+y+z+t=4 d) 3p —3g+1Ir=0
x—y+z=1 4p+7r=0
y—z+t=1 5p4+3g+3r=0
—6p—6q+r=20
1 2 1
a) |—3 1 =2|=0
2 =3 1
1 2 X+2y=6—-z
=7=0-—>
‘—3 1‘ . —3X+y:—3+22}
6—z 2 1 6—z
|A*|*‘—3+2z 1‘*12_52 |Ay|*‘—3 i
Al 1252 y_\Ay|_15—z
|l 7 Al 7
Lasoluciénes:x:]z;%, :15_>\, z=XconxeR




oo X+y+z=4—t
b) |1 =1 1|=2=0—>x—y+z=1
0 1T =1 y—z=1—t
4 —t 1 1 |A|
Al=| 1 -1 |=4-2—>x=-=2-t
-t 1 -1 Al
1 4—t 1
Al=[1 1 1:3_Hy:M_ﬁ
01—t —1 Al 2
1T 1 4—¢
|Az|: [ 1 =1—|—Z’—>z:|AZI—H_7r
0 1 1-t Al 2
La soluciones: x =2 — X\, y:%, Z:L‘;X, f=Nconk =R
2 =1 0
o |11 =1 =3|=0
1 =2 1
2 =1 _ 20—b=0
‘11 71‘ 9=0= fb:3c}
0 -1 2 0
=1 5 71‘ 3¢ 2 ‘11 3¢| = 6¢
g Al _c Al ac
Al 3 VE
2
Lasoluciénes:a:%, b:%, c=XconkeR
3 =3 11
d |4 0 7|=0
5 3 3
3 =3 11
4 0 7|=0
-6 —6 1
p=—12
3 =3 —3g=—
=12 O—>3p 39 1 - 23
4 4p = —7r q:Ex on X eR
r=2x

SOLUCIONARIO
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Sistemas de ecuaciones lineales

048 | Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

a) x+2y+z=3 d 5x+4y+2z=0 9 2x—4y+z=7
x+y—3z=3 2x+3y+z=0 —3x+6y—2z=4
2x+3y+2z=3 16x+17y+72=0 NMx —22y + 6z =24

A4x —y+4z=1
b) x+y+2z=3 e) a+c=0 hy 2a—b+c=7
2y +3z=2 b—c=1 3a4+2b—2c=1
3x+y+3z=7 a+3b—-2c=5
Q) a+c=0 f) 2x —y+t=0
b—c=1 X+2y —z+ 4t =—1
a+3b+c=5 3x —4y+z—-2t=1
1 2 1 1 2 113
a) A=|1 1 =3 A=11 1 =33
2 3 1 2 3 113

12
Al=1 1 =3 = —3 = 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
23 1
Sistema compatible determinado
3 2 1 1 3 1 12 3
Al=13 1 =3|=12 |Al=]1 3 =3|==12  JAl=]1 1 3|=3
3 3 1 2 3 1 2 3 3
ol ,ohl_, Ll
Al A Al
11 2 1T 1 213
by A=|0 2 3 A*=10 2 3|2
31 3 31 3|7
T 1 2
Al={0 2 3|=0
31 3
1 ]:2¢O—>Ran o) =2
0 2 9
11 3
0 2 2|=0->RangoA¥) =2
317

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado
X+y=3— 22}

Consideramos el sistema:
2y =2-3z
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SOLUCIONARIO 3

3—-2z 1 1 3-2z
Al = =4 Al = =2-3
Al ‘2—32 2‘ ? 4] ‘o 2-32 ‘
Al 4—2z Al 2-3z
X = = y=—=
Al 2 Al 2
Lasoluciéneszx:4_>\, y=2_23>\, z=XxconXeR
10 1 10 110
Q A=|(0 1 =1 A¥=10 1 =11
13 1 1 3 115
10 1
[Al=|0 1 —1|=350— Rango (4) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
1 3 1
Sistema compatible determinado
0 0 1 10 1 1 00
Ad=|1 1 =1|==2 |Al=]|0 1 —1|=5 lAl=]0 1 1]=2
5 3 1 15 1 1 35
Al 2 Al s Al 2
a= =—= b=—== c= ==
Al 3 A 3 Al 3
5 4 2 5 4 210
31 2 3 110
) 6 17 7 16 17 710
4 -1 4 4 =1 411
5 4 2 5 4 2
2 3 1/=0 2 3 1|=21->RangoA) =3
16 17 7 4 =1 4
5 4 2 0
2 310 = 0 — Rango (A¥) = 3 = n.° de incégnitas
16 17 7 0
4 =1 4 1
Sistema compatible determinado
5 4 2|0 2 3 1|0 2 3110 2 3 1|0
2 3 1(0|>|5 4 2(0|—>| 1 =2 0|0|=>|1 =2 0|0
4 =1 411 4 =1 411 —4 =13 0|1 0 =21 01
2
X =——
2x+ 3y+2z=0 2]1
- X — 2y =0f=>ijy=——
1 21

— 2y
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Sistemas de ecuaciones lineales

10 1
e) A=10 1 -1
13 =2
10 1]0
A*=10 1 =11
13 =2|5
10 1
lAl=l0 1 —1=0
13 =2
10

‘:1¢O—>Rango(A):2

100
0 1 1|=2=0—Rango (A*) =3 = Rango (A) — Sistema incompatible
1 3 5

2 -1 0 1 2 -1 0 1] 0
fy A=[1 2 -1 4 A=[1 2 =1 4|-1
3 -4 1 -2 3 -4 1 =2 1
2 -1 0 2 -1 1
12 —1=0 12 4=0
3 4 1 3 —4 -2

_21 ‘ = 5= 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: 2X —Y =1 }

X+2y=—-14+2z—-4t

|AX|:‘—]+Z—4F 2

-t _1‘:71+276t

—t

2
lAy"‘ 1 —1+z—4t

‘:—2—0—22—71‘

Al —24+2N—7p

A 5

-1+ X—6p y_72+2>\77u
5 ' 5 '
z=\ t=pcon\ peR

La solucién es: x =
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SOLUCIONARIO 3

2 —4 1
A=1|-3 6 -2
1M =22 6

2 —4 17

2 —4 1
Al=|-3 6 —2|=0
11 =22 6
2 1
‘ 3 ‘:—1:¢O—>Rango( )=2
2 1 7
—3 -2 4|=0—->Rango(A¥) =2
11 6 24

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: _2X T2 =7+ 4y}

—3x —2z=4—-6y

744y 1
4—6y —2

2 744y

lAX|:‘ -3 4-—6y

‘:—18—2)/ IAZI:‘ ‘:29

x:lAX|:18+2>\ p=
Al Al

Lasoluciones: x =18+2X, y =X, z=-29conXeR

—-29

2 =1 1
A‘[3 z—z]

. (2 =1 17
A‘[a 2—2‘1]

‘ ; _21 ‘ =7 = 0 = Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.” de incognitas

Sistema compatible indeterminado

Consideramos el sistema: 29 ~0=7=¢ }

3a+2b=1+2c

Lasoluciénes:azg, b:%, c=XconXeR
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Sistemas de ecuaciones lineales

049 | Discute el sistema de ecuaciones lineales segun los distintos valores del pardmetro m.

(m—2)x4+y=0
x+(m—=2)y=0

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier

valor de m.
A= m-—2 1
1 m-—2
AW=""2 T —am+3
1 m-—2
m2_4m+3:0_>{m:W
m=3

« Sime R —{1, 3} - Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

« Sim=10m=3— Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

050 | Discute, en funcién de g, el sistema.

ax+ay=a

x—ay =1

a a . [a ala

A_[1 fa] . [W —a W]
|A|:(]J I=—a’—q
—az—a:0%|azo
a=-—1

Al ser la Ultima columna de la matriz A* igual que la primera:
« Siae R —{-1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

« Sia=—10a=0-Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

051 | El siguiente sistema de ecuaciones depende de un pardmetro p. Discutelo segun
los valores de p.

X+2y+z=p
2x+3y+z=p
X+y—pz=p
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052

053

;

SOLUCIONARIO 3

12 1 12 1 p

A=12 3 1 A¥*=12 3 1 p
T 1 —p 11 —p p
12 1 12 p

Al=12 3 1|=p 2 3 pl=—p
11 —p 11 p

1 2
=—1=0

53l

+ Sip=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

+ Sip=0-— Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

Discute el sistema segun los valores de a.

2x+y+3z=2
5x+2y+4z=—1
3x+y+a’z=3a

2 1 3 2 1 3 2

A=1|5 2 4 A*=|5 2 4 | -1
31 a 31 a’l3a
2 1 3 2 1 2

A=|5 2 4|=1-a 52 —1|=-3a-3
31 @ 3 1 3a

2 1:—1¢O

5 2

« Siae R —{—1,1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia=1 - Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia= —1 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Discute este sistema para los distintos valores de k.

x—2y=4
2x+y=5

4x —3y =k

T =2 1T =24
A=12 1 A*=|2 115
4 -3 4 =3k

! _?‘:5¢O—>Rango(A):2
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Sistemas de ecuaciones lineales

-2
1
-3

=5k — 65

TN
< U1 N

» Sik=13 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sik=13 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

054 | Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los distintos valores
del pardmetro p.

px+((p+Nz=p

py+z=p
y+pz=p
p 0 p+1 p 0O p+1ip
A=10 p A¥=10 p 1 |p
o1 p o1 p |p
p 0 p+1 p 0 p
Al =10 1 |=pp?—1) 0 p pl=plp’—p)=pp-"
o1 p 0O 1 p

« Sipe R—{-1,0, 1} = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

« Sip=—1,como _3 _?‘szO—) Rango (A) = 2 = Rango (A¥) =3
Sistema incompatible
0 0 1 0 0 11]0
+Sip=0—>A=|0 0 1|y AA=|0 0 110
0 10 0 1 010

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

s Sip=1-> A=

o O —

0 2 0
11 1
11 1

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

055 | ;Qué valores debe tomar a en el siguiente sistema de ecuaciones lineales
para que sea incompatible?

X+@=1Ny+z=1
3x+ay+az=3

(Y para que sea compatible?



SOLUCIONARIO 3

T a-11
A_[S a a
L (1 a=1 11
A _[3 a a 3]
1T a—-1 11
=32 —g—
‘3 g ‘ 3—2a ‘3 al=9 3

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas para cualquier valor de a
Sistema compatible indeterminado para cualquier valor de a

056 | Clasifica el siguiente sistema para los distintos valores del pardmetro p.
a+pb—2c=0
pb+c=0
3a4+2b—c=0
Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier valor de p.
1 p =2
A=1|0 p 1
32 -1
1T p =2
Al=l0 p 1]|=8p=2
32 -1
1 =2
‘ 3 ‘ =5=0
« Sip= X — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
«Sip= < — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado
057

Halla para qué valores del pardmetro a este sistema es incompatible.

(@+NMx+y+z=ala+3)
x+(a+Ny+z=a(a+3)
x+y+(@+0z=ad*a+3)

;Qué valor debe tomar a para que sea compatible indeterminado?

a+1 1 1
A= 1 a—+1 1
1 1 a+1
a+1 1 1 ala + 3)
A= 1 ag+1 1 a*(a+3)
1 1 a+1|a*(a+3)
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a—+1 1 1
A= 1 a+1 1 |=@+1V¥+2-3a+0)=a"+3d*=d*(a+23)
1 1T a+1

a+1 1 ala+ 3) a+1 1 1
1 a+1 a’(a+3)|=ala+3)| 1 a+1 al|=
1 1 a*a+3) 1 1T a
=ala+3)a*(a+1) —a* —ala+1) =
=a*(a+3)a®+2a*—a-")
« Siae R —{—3,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
» Sia =0 — Rango (A) = Rango (A*) = 1 — Sistema compatible indeterminado

—2 1 1 -2 1 110
s Sia=-3->A=| 1 =2 1My A=] 1 =2 110
1 1 =2 1 1 =210

Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incdgnitas
Sistema compatible indeterminado

Luego no hay ningun valor de a para el que el sistema sea incompatible.
Los valores para los que es compatible indeterminado son 0y —3.

058 | Averigle si el siguiente sistema puede ser compatible indeterminado para algun
valor de m.
X+3y+2z=0
2x+4y+3z=0
XxX+y+mz=0

¢Es incompatible para algun valor de m?

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier

valor de m.
1 3 2
A=|2 4 3
T 1 m

« Sim =1 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

« Sim=1— Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

El sistema no es incompatible para ningun valor de m.



060

059

SOLUCIONARIO 3

Discute el sistema de ecuaciones lineales segun los valores de b.

X+2y—z=2
x+(0+by—bz=2b
x+by+(1+bz=1

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio B. Ejercicio 4)

12 —1 12 -1 12

A=|1 1+b —b A*=[1 1+b —b |2b
1T b 146 1 b 14+b]|1
12 —1

Al=|1 146 —b |=20"—2b=2b(b—1)
1 b 1+b

T2 2

1 14b 2b|=-b"+3b-2=—(b-Nb-2)

1 b b

» Sibe R — {0, 1} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado
2
1

) 1 2
°Slb—1—>‘] 1‘

-Sib:Oe“ = —1=0—Rango (A) =2 = Rango (A*) =3

Sistema incompatible

= —1= 0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

Discutir la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones en funcién

del pardmetro a.

(Pais Vasco. Julio 2006. Bloque A. Problema A)

X—y+z=a
X+y—z=1
3x+3y+az=a

) 1T =1
-Sla——3—>‘1 :

1T -1 11a
A=|1 1T = A* =11 =111
3 3 a 3 3 ajla
1T =1 1 1 =1 a
A=[1 1 -1|=2+6 1 1 1|=2a0-6
3 a 3 3 a

« Siga= —3 = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas

Sistema compatible determinado

= 2= 0—Rango (A) = 2 = Rango (A*) =3
Sistema incompatible
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Sistemas de ecuaciones lineales

061 | Estudie, segun los valores del parametro g, el sistema de ecuaciones lineales

siguiente:
ax+ay=a
XxX—y+az=a
X+2y+3z=a
a a 0 a a 0 a
A=|1 =1 a A¥=|1 =1 a a
1T 2 3 1 2 3 a
a a 0 a a a
Al={1 =1 a|=—ala+6) 1 =1 al=-3a(a—1
1T 2 3 1 2 a

« Siae R — {—6,0} = Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia= —6 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
» Sia=0— Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incognitas
Sistema compatible indeterminado

062 | a) Elsiguiente sistema es compatible y determinado.

—X+y+z= 1]

4y +3z=2

x+2y=1

X+3y+2z=1

Calcula su solucion.
b) Considera ahora el sistema:

—Xx+y+z=1

4y +az =2

x+2y=1

X+ay+2z=1

« ¢Es posible encontrar valores para a tales que el sistema sea incompatible?
En caso afirmativo, indica cuales. Justifica tu respuesta.

« ;Es posible encontrar valores para a tales que el sistema sea compatible
indeterminado? En caso afirmativo, indica cuales. Justifica tu respuesta.

-1 1
a) 0 4 3
120
111 ~1 1 -1 11
Al=12 4 3]=-3 |Al=| 0 2 3|=4 JAl=] 0 4 2|==2
120 110 121
Al _ 3 Al _ 4 Al 2
X = =——= y=—=— z= =—-—
A 5 A5 Al 5
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SOLUCIONARIO 3

i~ ~ 3 4 2
Comprobamos con la dltima ecuacion: —— + 3 - = +2 ey =1

Por tanto, la solucion es: x = —=, y:i, z:—3
5 5
-1 1 1 -1 1 1|1
b) A= 0 4 a A* — 0 4 a|2
1 2 0 1 2 011
1 a 2 1 a 2|1
-1 1 1 -1 1 1
0 4 a|=3a—-4 1 2 0|=a-8
1 2 0 1 a 2
Rango (A) = 3 para cualquier valor de a
-1 1 11 —1 1 11
4 a 2
04 a2 |0 4 a2 _ 2
1201 o 3 12_13025_6020
1 a 2 1 0 14ag 3 2

« Siae R — {0, 3} = Rango (A*) = 4 = Rango (A) = 3 — Sistema incompatible
« Sia=00a=3— Rango (A*) = Rango (A) = 3
Sistema compatible determinado

Por tanto no hay valores para los que el sistema sea compatible
indeterminado.

Clasificar el siguiente sistema segun los distintos valores de los parametros ay b.

X—y—z=b
—X+y=2
x+ay+2z=-2

(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestion B)

T =1 —1 1 =1 =1] »b
A=]|-1 0 Af=|—1 1 0] 2
1 a 2 1 a 2|-2
T =1 =1 1 -1 b
Al=|-1 1 o0|=a+1 -1 0 2|=-2-4
1 a 2 12 =2

+ Sia= —1y para cualquier valor de b:
Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

1T =1

10 = —1=0— Rango (A) =2 = Rango (A*) =3

Sistema incompatible

« Sia=—-1yb=-2—

—1

ol = —1= 0 — Rango (A) = Rango (A*) =2

« Sia=—1 yb:—Z—)‘J1
Sistema compatible indeterminado
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Sistemas de ecuaciones lineales

064 | Discute este sistema y resuélvelo cuando m = 6.
X+y+z=0
2x+3y=0
X—=2y4+mz=m

1 1 1 1 1T 110
A=|2 3 0 A*¥ =2 3010
1T =2 m 1T =2 m|m

« Sim =7 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

. Sim=7—>‘; ;‘:71¢0—> Rango (A) = 2 = Rango (A*) =3
Sistema incompatible
cSim=6-A= -1

0 11 10 1 110
Al=l0 3 o|=-18 |Al=[2 0 0|=12 |Al=]2 3 0|=6
6 —2 6 16 6 1 -2 6
x=|AX|=18 y:mzqz Z—|AZ|—76
A A Al

X+y+az=4
Se considera el sistema gx + y —z = 0, donde g es un pardmetro real.
2Xx+2y—z=2
a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.
b) Resolver el sistema paraa=1.

065

1 1 a 1 1 al4
a) A=la 1 -1 Af=la 1 =110
2 2 =1 2 2 =112
11 a 1 1 4
Al=la 1 —1|=2d"—a—1 a 1 0|=6a—6
2 2 =1 2 2 2
1T =1
‘2 7]‘_110
a=1
200 —a—-1=0— 1
a=——
2

« SiaeR— {—],1} —Rango (A) = Rango (A*) =3
2 Sistema compatible determinado
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SOLUCIONARIO 3

1
« Sia= 5 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sia=1-Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

—z7=—X
b) Consideramos el sistema: y }

2y —z=2-2x
al=| ~* N2« al=|1 = 1=
2—2x -1 2 2—2x
A
y:M:2_X Z:|Az|:2
A Al
Lasoluciones: x=X\, y=2—X z=2conXxeR
Se considera el sistema de ecuaciones:
MmM+2)x+(mMm—-Ty—z=3
mx —y+z=2
X+my—z=0
a) Discutelo para los distintos valores de m.
b) Resuélvelo param =1.
(Castilla-La Mancha. Junio 2004. Bloque 2. Pregunta B)
m+2 m-—1 —1 m+2 m-—1 —=11]3
a) A= m —1 1 A¥=| m —1 112
1 m —1 1 m —-110
m+2 m-—1 -1 m—1 —1 3
A= m —1 =—-m>—m -1 1 2|==3m+1
1 m —1 m -1 0

« SimeR —{-1,0} - Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

1T =2

1 - = —3 =0 —> Rango (A) = Rango (A*) =3

Sistema incompatible

. Sim=—1—>‘

. Sim:O—)‘(zJ j‘:—2¢O—>Rango(A):2¢Rango(A*):3
Sistema incompatible

b) Sim=1-Al=-2

30 -1 3.3 -1 3 03
Al=12 =1 1|==2 Al=[1 2 1]=2 JAl=[1 =1 2|=0
0 1 - 10 —1 1 10
X_IAXI_] y:m:_ Al

Al |Al Al
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Sistemas de ecuaciones lineales

X+oay+z=9
067 | Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x + 5y 4+ z = 9¢, se pide:
ox+y+z=9

a) Prueba que siempre es compatible, obteniendo los valores de o para los que
es indeterminado.

b) Resuelve el ejercicio anterior paraoc =7.

1 1
1 A* =13
1 o1

1
1

1
a) A=|3
a 1

— w1 @
— w1 2
O O O

Las dos ultimas columnas de la matriz ampliada son proporcionales entonces
Rango (A) = Rango (A*) para cualquier a.

1

|Al = =a>—8a+7 u2—8u+7:0a{“*
o=

1

e w —
— 2

+ Siae€ R —{1,7} > Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

. Siu:1e‘; ;‘:2¢OeRango(A):Rango(A*):2
Sistema compatible indeterminado

-Sia:7—>‘; Z‘:—16¢O—>Rango(A):Rango(A*):Z
Sistema compatible indeterminado
7y =9-—
b) Consideramos el sistema: X+7y ‘
3X+5y=9-72
9—z 7 1 9—2z
Al = =27-18 Al= =2z-18
4l ‘972 5‘ g 4| ‘3 9—z|~ ¢
Al 2218 9-2 y7m7227187972
Al —16 8 Al -16 8

La solucién es: x:y:%, z=xconxeR

068 | Sea S el sistema de ecuaciones lineales:

X+2y+3z2=6
X+4y+9z=14

x+8y+Az=$A

Estudiar la compatibilidad del sistema en funcién de A. Resolver para A =0.
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SOLUCIONARIO 3

1 4

12 3 6
12 3
B=|[1 4 9 8*21491]04
18 A 1 8 A|l—A
7
123 IRV
\B\=1 4 9|=2A-42 10 =—(R2A—-42)
18 A 18 —A
7
‘] 2‘:2¢O

+ SiA= 21— Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Sistema compatible determinado
+ SiA= 21— Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

11

ParaA=0:
16
X=—
X+2y+3z=6 X+2y+3z=6 X+2y+3z2=6 72
X+4y+9z=14 = 2x + 2y =4r— 2x+42y =4 —=>{y=—
X+8y =0 X+8y =0 —7x =-16 107
z=—
7
Considere el sistema de ecuaciones:
px+7y+8z=1370
X+y+z=200
7x + py + 8z = 1395
a) Discutalo en funcién del parametro p.
b) Resuelva el sistema para p = 6.
(Cataluria. Septiembre 2006. Problema 6)
p 7 8 p 7 8/|1370
a) A=|1 1 1 A*=11 1 1| 200
7 p 8 7 p 81395
p 7 8 p 8 1370
A=[1 1 1|=—p>+16p—63 T 1 200|=—205p+1410
7 p 8 7 8 139
‘7 8‘:—110

—7
—p?+16p—63=0—1P
P ol

« Sipe R —{7,9} —> Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

« Sip=70p=9—Rango (4) = 2 = Rango (A¥) = 3 — Sistema incompatible
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b) Parap=6—|A|=-3

1370 7 8 nl
Al=| 200 1 1]=-255—>x="% =85
1395 6 8 |Al
6 1370 8 al
Al=]1 200 1|=-180—>y=-2X =60
7 1395 8 A
6 7 1370 N
Al=|1 1 200|=-165—> 7 =2 =55
7 6 139 Al

070 | Discute, segun los valores del parametro m, el sistema:

y+mz=0
x+z=0
mx—y=m

Resuélvelo, si es posible, param =0y m=2.

0 T m 0 1T m|O
A=|1 0 1 A* =11 0 110
m —1 0 m =1 0 |m
0 T m 0 10
Al=l1 0 1|=0 1T 0 0|=-m
m —=1 0 m =1 m
0 ]:47:0
10

« Sim =0 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sim =0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado
y=0 X ==\
Resolvemosparam=0: x+z=0;—>1y=0 conXeR
—y=0 Z=X
Param = 2 el sistema es incompatible.

071 | Discute el siguiente sistema segun el valor del pardmetro ky resuélvelo cuando k = —1.
xX+y+z=k
I+kx+y+z=2k
x+(0+Kky+z=1
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SOLUCIONARIO 3

+ Sik=0— Rango (A) = Rango (A¥) = 3 — Sistema compatible determinado
+ Sik=0—Rango (A) = 1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible

Parak=—1-A=1

Clasifica en funcion del pardmetro el sistema de ecuaciones:

ax —3y —2z=0
—Xx+(5+az=0
2x+3y+4z=0

y resuélvelo, si es posible, para a = —4.
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2006. Bloque 3. Pregunta B)

Al ser un sistema homogéneo sabemos que es compatible para cualquier

valor de a.
a -3 =2

A=|-1 0 5+a
2 3 4
a -3 =2

[Al=|-1 0 5+a|=-3a>—2la—36
2 3 4

‘71 O‘:73¢0

2 3

a=-3

—302—210—36:O—>{
a=-—4

+ Siae R — {—4, —3} > Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

+ Sia=—40ad= -3 —>Rango (A) =Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

X=X
Para a = —4 consideramos el sistema: B y=-2x conxeR
2X 43y = -4z PN
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073 | Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales y resuélvelo en el caso de que sea
compatible indeterminado.

ax —y —4z=1
X+ay —2z=—1

yt+z=-—a
a —1 —4 a -1 —4 1
A=|1 a =2 A*=11 a =2|-1
0 1 1 0 1 1| —a
a -1 —4 a —4 1
Al=|1 a —2|=a"+2a-3 1 =2 —1|=2d>—-3a+1
0 1 1 0 1 —a

az+20—3:O—>{a:_3
a=1

« Siae R —{-3,1} > Rango (A) = Rango (A*) =3
Sistema compatible determinado

« Sia= —3 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sia=1 - Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Para a = 1 consideramos el sisterna: ¥ ~ 42 =1~ X}
y+z=-1
|Ay|: 1—x 74:_)(_3 |Az|: —1 ]7X:X
—1 1 —1
) —x—3 Il x
yziz 7 = gp—
Al 3 Al 3
-, -3
Lasoluciénes: x =X\, y= ra— z=—caconXeR

074 | Estudiar y resolver, cuando sea posible, el sistema:

ax+by=0

x+y=a

A_|a b pram b|0

1 1 1 1]a

|A|:G b:a b a O—Gz
11 1 a
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« Sia=b— Rango (A) = Rango (A¥) = 2 = n.° de incognitas

Sistema compatible determinado
« Sia=b=0—Rango (A) = Rango (A*) = 1

Sistema compatible indeterminado

« Sia=b=0-—Rango (A) = 1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible
a? ab
- Xx=
—a b—a

ax+by=0
—ax —ay = —a’

Paraa=b — }%(b—a)y:—az—n/:—

Paraa=b=0—-x+y=0—>y=—x

Lasoluciones: x=X, y=—-xconxeR

Discute el siguiente sistema de ecuaciones y resuélvelo en los casos en que
sea posible.

ax+y+z=a®

X—y=-—a
X+ay+z=a
a 11 a 1 1] @
A=|1 =1 0 A*=|1 =1 0| —a
1 a 1 1 a 1 a
a 1 1 T 1 a
Al=|1 =1 0|=0 —1 0 —a|=-2da"+42a=—-2a(a—"1)
1 a 1 a 1 a
11
=1=0
-1 o‘ -

« Siae R — {0, 1} —> Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

+ Sia=00a=1—Rango (A) =Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

X=X

Para a = 0 consideramos el sistema; /T Z i 0 } —>1y=Xx conxeR
== z=-X
z=1-x
Para a = 1 consideramos el sistema: * ty - x}

Lasoluciones: x=X, y=14+XN z=-2xconxeR

Discute el sistema y resuélvelo para los valores del pardmetro que lo hagan
compatible determinado.

mx+2y+3z=0
2x+my +2z=2
2Xx+my+3z=m-—-2

175



176
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m 2 3 m 2 3 0
A=12 m 2 AA=12 m 2 2
2 m 3 2 m 3|\m-=2
m 2 3 m 3 0
Al=l2 m 2|=m’—4 2 2 2 |=2m’—16m+24
2 m 3 2 3 m=2
22 =2=0
2 3

« Sim = 42 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

« Sim = —2—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sim =2 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Param=42 = |A=m>—4

0 23
Al=] 2 m 2|==-3m"+16m—20
m—2 m 3
_)X_|AX|_—3m2+16m—20_—3m+10
|Al m’ —4 m+2
m 0 3
Al={2 2 2|=-2m’+16m—24
2 m—2 3
_>y_|Ay|_f2m2+16mf24_72m+W2
|Al m?—4 m+2
m 2 0
Al=]|2 m 2 |=mP—4m’ —4m+16
2 m m-=2
Ly Al w4 —amyie
Al m?—4
Para m = 2 consideramos el sistema: A +22=2-2y
2X+3z=-2y
2-2y 2 2 22y
Al= =6-2 Al = =4
||\72y 3\ y ||\2 w\
XZIAXIZ%y P ¥
Al Al

Lasolucidnes: x=3—X y=X\ z=-2conXxeR

077 | Resuelve para los valores del pardmetro que lo hacen compatible determinado.

ax —z=a
ay+2z=0
3x+y+z=5
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0 a 0 -1
a 2 Al=l0 a 2|=d*+a
1 31 1

Siae R —{—1,0} - Rango (4) = Rango (A*) = 3 = n.° de incoégnitas
Sistema compatible determinado

a 0 -1 )

Al={0 a 2=az+3a—>x:|AX|=7a t3d _a+3
51 Al a+a a+1
a a —1

lal=0 o 2 :74a—>y=|A—y|: —4a _ 4
3 5 1 |A| a2+a a+1
a 0 a p

lAl=[0 a o gt Al 20 2a
3 1 5§ |A| 02+G a-+1

Estudiar el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro o
y resolverlo en los casos que sea posible.

6x+2y+2z2=06
ax+2y+z=a
5x+3y4+oaz=5

(Canarias. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)

6 2 2 6 2 2|6
A=l 2 1 AA=la 2 1 ]a
5 3 « 5 3 af5
6 2 2
Al=la 2 1]=-20>+18a —28
5 3 «
2 2:—2¢O
2 1

—2u2+18a—28=0—>{°‘:2
a=7

+ Sia€ R — {2, 7} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

+ Siaa=20a=7—Rango (A) = Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado

Parace R — {2, 7%

6 2 2 A
Al=la 2 1|=-2024+180—28 = x = = =1
5 3 A
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Al=la a 1|=0-y=-2=0
5 5 a A
6 2 6 |Az|
|AZ|:u 2 al=0->2z= =0
535 A
) ) 2y +2z2=6—06x
Para oo = 2 consideramos el sistema: =2 ZX}
|Ay|: 6—6x 2 — 2y |Az|: 2 6—6x —8x_8
2—2x 1 2 2—-2x
Al _2-ax oAl _sx-s_,
A -2 Al -2
Lasoluciones: x=X y=X—1 z=4—-4xconXeR
Para a = 7 consideramos el sistema: 2y+22=06-6x
2y +z=7-7x
|Ay|: 6—6x 2 —8x_8 |Az|: 2 6—6x —2_x
7—=7x 1 2 7—=7x
Al _sx-s po Ml _2-a
Al -2 Al -2

Lasolucidnes: x=X, y=4—-4\, z=X—1conXeR

079 | Considerar el sistema lineal de ecuacionesen x,yy z.
xX+3y+z=5
mx+2z=0
my—z=m

a) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene solucion
Unica. Calcular dicha solucién param = 1.

b) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene infinitas
soluciones. Calcular dichas soluciones.

¢) Estudiar si existe algun valor de m para el cual el sistema no tiene solucién.

13 1 13 115
A=Im O 2 A*=Im 0 210
0 m -1 0O m —1|m
13 1 3 15
Al=lm o 2|=m*+m 0 2 0|=-4m
0 m -1 -1 m
31
=6=0
0 2‘ -
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SOLUCIONARIO 3

a) SimeR —{-1,0} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.” de incognitas
Sistema compatible determinado

Param:1—>|A|:2

53 7 15 1 135
Al=]0 0 2|=-4 JAl=|1 0 2/=4 |Al=]1 0 0|=2
11— 01 -1 01 1
Il I, Il
Al Al A

b) Sim =0 — Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

Para m = 0 consideramos: y=X con X eR
2z=0

3 _s x=5=3X
y+z= —x}
z=0

c) Sim= —1—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

Discutase, en funcion del parametro real k, el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

kx+3y=0
3x+2y =k
3x+ky=0

Resuélvase el sistema cuando sea posible.
(Castilla y Leon. Septiembre 2006. Prueba B. Problema 1)

k 3 k 310
A=|3 2 A*=|3 2|k
3 k 3 k|0
k 3 3 2 .
3 5 =2k—-9 - = 3k — 6 — Rango (A) = 2 para cualquier valor de k
k 30
3 2 k|=—k(k*-9)
3 kKO

« Sike R —{-3,0,3} > Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sik=—-3,k=00k=3—Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

3

X=——

Para k = —3 consideramos el sistema: W +2y=-3 — 5
3x =3y =0 3

Y 5

Para k = 0 consideramos el sistema: X +2y=0 S X = 0
3x=0 y=0

Para k = 3 consideramos el sistema: 3x+2y =3 N 3
3x+3y=0 y=-3
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081 | Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x+(k+10y+2z=-1
kx+y+z=k
(k—Nx—2y —z=k+1
a) Discutirlo segun los distintos valores del parametro k.
b) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

1T k4+1 2 T k+1 2| =1
a) A=| k 1 1 A*=| k 1 1 k
k—1 =2 —1 k=1 =2 —1|k+1
1T k4+1 2 k+1 2 =1
Al=| & 1 1|=2k>—5k+2 1 1Tk |=2k2—3k—2
k—1 =2 —1 -2 =1 k+1
1T
=1
‘72 7]‘ =0
oa=2
2k —5k+2=0—> 1
2

1
. SikeR— {f, 2} — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

1
« Sik= E — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

« Sik=2—Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

b) Para k = 2 consideramos el sistema: Y+Z:2_2X}
—2y—z=3—-x
|Ay|: 2—2x 1 —3x_5 |Az|: 1T 2—2x — 7 _5x
3—x =1 -2 3—x
Y:m:3x—5 z:|AZ|:7—5X
Al Al

Lasolucidnes: x=X\, y=3Xx—-5 z=7-5xconxeR

082 | Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a
y resuélvelo en los casos en que es compatible.

xX—y—z=0
X+ (@ —a—1y=-—1
x+ (@ —a—-1Ny+(@—2)z=1—a?
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SOLUCIONARIO 3

1 —1 —1 1 —1 —1 0
A=|1 a>—a—-1 0 A=11 a>—a—-1 0 —1
1 a*—a—-1 a-2 1 a—a—-1 a-2|1-a°
1 —1 —1 I 0
Al=|1 a>—a-1 0 |=aa@=@-0 |1 0 -1 |=—ala—")
1 a*—a—-1 a-2 T a-2 1-a°
1 =1
‘] O‘_1¢O
« Siae R—{1,0,2} - Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado
« Sia =2 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sia=00a=1—-Rango (A) = Rango (A*) =2
Sistema compatible indeterminado
Paraae R —{1,0,2}:
0 - - ,
Al=| =1 a*—a-1 0 :a(a—1)(3—az)%x:|AX|:(3_0)
1-a®> a*—a—1 a-2 A @-2)
1 0 —1
A —
al=[1 -1 o0 :a(a—])—)y—u— aa-1 __ 1
1 i—d? a—>2 Al aa—2a-1  (a-2)
1 —1 0
Al=|1 a>—a-1 =1 |=ala—-N2—-ad)
1 a’—a—-1 1-a Al , ,
N A, _ ala—102—a") _ (2—a%)
Al ala—2)(a—1) (a—2)
_ X=x—1
Para a = 0 consideramos el sistema: x—z:y 1}—) y=X con XeR
=r- z=-1
_ X=x—1
Para g = 1 consideramos el sistema: ¥~ 4 =Y 1}—> y=X con xeR
X=y—
z=-1

x+3y—az=4

—ax+y+az=0
—X+2ay=a+2

2x —y—2z=0

y resolverlo cuando sea compatible.

Dado el sistema

(Aragon. Junio 2008. Bloque 1. Opcion B)

1 3 —a 1T 3
A—|C 1 a g |ma 1
-1 2a O -1 2a

2 =1 =2 2 -1

discutirlo segun los valores de a,

—al| 4
a 0
0 |a+2
-2 0
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Sistemas de ecuaciones lineales

1 3
=7

5 1 =0

1 3 =—a 1 3 —a
—a 1 al=2ala—2)(a+1) —a 1 al=—(a—2)(a—-"1)
-1 2a 0 2 =1 =2

AT R
B =(a-2) 3 —a 0 |=(a—2)(-5a-3
120 0 apg=l@—2(a+3 _c11 N (a—2)=5a—-3)

2 =1 =2 0

+ Siae R —{-3,2} - Rango (A) = 3 = Rango (A*) = 4 — Sistema incompatible
« Sia= —3 — Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas

Sistema compatible determinado
« Sia=2— Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

X+3y+3z=4
Para a = —3 consideramos el sistema: 3x +y —3z=0
—Xx =6y =—1
|Al = —60
4 3 3
Al=| 0 1 —3|=-60 X:'AX|*1
-1 -6 0 A
1 4 3
Al=] 3 0 -3|=0 y:mzo
—1 -1 0 A
1 3 4
Al=] 3 1 o0o|=-60 z:lAZ|=1
1 -6 -1 A
Paraa = 2 consideramos el sisterna: AR 22}
2X—y =2z
=422 3= _4_g; al=|1 4T2_ 5 o
2z —1 2 2z
Al 448z Al 8+2z7
X = = yziy:
Al 7 Al 7
La solucién es: x = 4+78>\, = 8+72>\, z=xconXeR

084 | Discutir, segun los valores que adopte el pardmetro t (un nimero real),
la compatibilidad o incompatibilidad del sistema:

tx+3y=2
3x+2y=t
2x+ty=3

Resuélvelo cuando sea posible.
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SOLUCIONARIO 3

t 3 t 3]2
A=|3 2 A¥=1[3 2|t
2t 2 t]3
r 3 3 2 .
3 2 =2t—9 3t = 3t — 4 — Rango (A) = 2 para cualquier valor de t
t 3 2
3 2 t|=—(t+5)(*—=5t+7)
2t 3

« Sit= —5 — Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
« Sit=—5—Rango (A) = Rango (A*) = 2 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado

Para t = —5 consideramos el sistema: XAy =2 | px=—
3x+2y=-5

Considera el sistema de ecuaciones lineales, donde m € R.

X+y+mz=1
mx+m-=1y+z=m
X+y+z=m+1
a) Determina el caracter del sistema segun los valores de m.
b) Resuelve el sistema cuando sea compatible determinado.

¢) Modifica solamente un coeficiente de la Ultima ecuacién para que el sistema
resultante sea compatible para cualquier valor de m.

(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcion A)

m m-—1

1 1 m 1 1 m 1
a) A=lm m-—1 1 Ax=Im m-=1 1 m
1 1 1 1 1 T 1m+1
1 1 m 1 1 1
Al=m m=1 1|=m=1 m m—=1 m |=-m
1 1 1 1 1 m—+1
‘] ! ‘:—1¢O

« Sim=1— Rango (A) = Rango (A¥) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado

« Sim=1—Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

b) Sim=1
1 1 m
Al=| m m=1 1]|==m’+m’ +2m—1
m+1 1 1
AL —m e m? 4 om -
Al m—1
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Sistemas de ecuaciones lineales

|Ay|: m m T=m-moy=-"L=—=mm+)
1om4l A m=i
1 1 1
|Az|: m m-—1 m :—m%z:|AZ|: -m
1 m4 Al m—
¢) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X+y+mz=1 1 1 m
mx+(m-=Ty+z=m SlA=lmm=-1 1 |=-1=0
X+y+M+Nz=m+1 1 1T m+1

Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado para cualquier valor de m

086 | Dado el sistema de ecuaciones lineales:
X —ay =2
ax —y=a+1

Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solucién en la que y = 2.

X—20=2

Siy=2
'y %ax—2 =a—+1

}ﬁx:2+2a—>a(2+20)—2:a+w
a=1
—20°+ad-3=0—

El
2

087 | Considera este sistema de ecuaciones:

mx—y=1
X—my=2m-—1
a) Clasifica el sistema segun los valores de m.

b) Calcula los valores de m para los que el sistema tiene una solucién en la que x = 3.

3 A:m —1 pram —1 1
1T —m 1T —m|2m—1
‘m 7]‘:7m2+1 ‘m 1

=2m’>—m—1
1T 2m—1

« Sim = +1— Rango (A) = Rango (A¥) = 2 = n.° de incdgnitas
Sistema compatible determinado
« Sim=—1-Rango (A) = 1 = Rango (A*) = 2 — Sistema incompatible

« Sim =1 — Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado
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SOLUCIONARIO 3

) 3m—y =1
b) Six=3—> —>y=3m—-1-53-mBm-1)=2m-1
3—my =2m—1
m=1
- -3m—-m+4=0— 4
m

3

a) Resolver el sistema de ecuaciones:

x+y—3z=0
2x+3y—z=5

b) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los valores
correspondientes a cada una de las tres incognitas sea igual a 4.

(Madrid. Septiembre 2006. Opcién B. Ejercicio 1)

a x+y=3z }%x+y:3z

x =548\
%
2X4+3y=5+7z y:S—Sz}

y=5=5x conXxeR
zZ=X

- O W

X
b) Six+y+z=4—>—-5+8N\4+5-5A+xAx=4>X=1>1y=
z

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

6x+3y+2z=5
3x+4y+6z=3
X+3y+2z=a

a) Justificar que, para cualquier valor del pardmetro real o, el sistema tiene solucion
Unica.
b) Hallar la solucion del sistema en funcién del parametro o.

c) Determinar el valor de o para el que la solucién (x, y, z) del sistema satisface
x+y+z=1.

(C. Valenciana. Septiembre 2007. Bloque 1. Problema 1)

6 3 2 6 3 215
a) A=|3 4 6 A*=1|3 4 613
1 3 2 1 3 2|«
6 3 2
|[Al=]3 4 6|=—50=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n° de incognitas
1 3 2

Sistema compatible determinado para cualquier valor de «
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Sistemas de ecuaciones lineales

5 3 2
o) JAl=13 4 6|=100_50sx= Al _100=50 _5-«a
3 2 |Al —50 5
6 5 2
al=l3 3 6 3001300y Al =30a+30 _ 3a-3
1 a 2 Al —50 5
3 5
=13 2 3|=150_200 = Al _150-20 _4-3a
13 a Al —50 10
3
x==
5
) 5—a 30 —3 4 — 30 3
g Six+y+z=1- + + =lsa=2—>y==
5 5 10 5
1
z7=——
5

090 | Demuestra que para que el sistema siguiente sea compatible tiene que suceder que:

c=a-+b.
2x—y+z=a
2x+z=0b
4x —y+2z=c
2 =11 2 =1 1}a
A=|2 0 1 A* =2 0 1]b
4 -1 2 4 —1 2|c
2 -1
=2=0
‘2 o‘ =
2 =11 2 =1 a
A=[2 0 1]=0 2 0 b|l=—2a—2b+2
4 -1 2 4 =1 c

El rango de la matriz A es 2. Para que el sistema sea compatible el rango
de la matriz A* también tiene que ser igual a 2. Para ello:

—2a—-2b+2c=0—>c=a+b

ax+y+bz=—4 x—2y+3z=1
091 | Lossistemas: bx +ay +cz=—9  y X + z = —1} son equivalentes.
cx + by +az =—11 x—z=3
Hallara, by c.

X—=2y+3z=1 X—2y+3z=1 X =1
X+z=—-1— X+z==1r=>4jy=-3
Xx—2z=3 2x =2 z=-2
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SOLUCIONARIO

Silos sistemas son equivalentes entonces tienen la misma solucion. As:

a—3—-2b=-4 a—2b=-1 1 =2 0 —1
b—3a—-2c=-9—>-3a+b—-2c=-9—>|-3 1T =2| -9
c—3b—2a=-11 —2a—-3b+c=-11 -2 =3 1T1-1
-2 =3 11-—11 -2 =3 1|-1 -2 =3 1|-1"
—|-3 1 =2| =9|—>|-7 =5 0|=-31|—>|—-7 =5 0]-=-31
1 =2 0o —1 1 =2 0] =1 0 —19 0|-38
—2a—3b+c=-11 a=3
- —7a—5=-31t > 1b=2
—19b = —38 c=1
Se considera el sistema de ecuaciones:
1T 1 1 X PN
RPN N N
1N 1 }z'_ 1
X 11 1
a) Discutirlo segun los valores del parametro real \.
b) Resolverlo paraX = —3.
¢) Resolverlo paraX =1.
(Madrid. Junio 2001. Opcion B. Ejercicio 3)
T 1 1 T 1 TN
T 1 X T 1 X|1
A= A* =
3 TN TN 1
X 1 1 X T 11
1T 1 1 1T 11
T 1 N==XN+2A-1=-N=-17 T 1T XN=XN=-2A+1=0=-17°
TN 1 A1
T 1 1 X 34N 34X 34X 34X
T 1 N 1| | 1 1 DN 1
T X 11 1 \ 1 T
X T 11 N 1 1 1
T 1 11 1 0 0 0
T 1 X1 1 0 A—1 0
=3+ =3+ =
B+ T X 11 B+ DN 0 0
X 1T 1 A T=X T=X T1=X
0 x—1 0
0 A—1
=B+N/Xx=1 0 0 =(3+>\)(1—>\)>\ Do |17
T=X 1=X 1=X B

=—BENT=XNN=D=CB+NA-1°

« SixeR —{-3, 1} > Rango (A*) = 4 = Rango (A) = 3 — Sistema incompatible
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« Six = —3 —>Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

» Six=1-Rango (A) = Rango (A*) = 1 — Sistema compatible indeterminado

b) Para X = —3 consideramos el sistema:

1 1 1 [x -3 X+y+z=-3
T 1 =3|-|y|l=| 1|=x+y—-3z=1
1 =3 1 |z 1 X—=3y+z=1

X+y+z=-3 X =—1
4z = -4 -y =—1
4y = —4 z=-1

c) ParaX =1 el sistema se reduce a:

x=1-a-b
x+y+z=1>1y=a cona, beR
z=b

093 | Dado el sistema de ecuaciones:

X+2y+z=A
S=i{x+ y+z=8B
x+ y—z=C

Demostrar que es compatible determinado para cualquier valor de A, By C
y encontrar la solucién en funcién de dichos valores.

12 1
A=|1 1
11

-1

|Al =1 1| =2 0 = Rango (4) = Rango (A*) = 3 = n.° de incdgnitas

12 1
1
T 1 =1

Sistema compatible determinado para cualquier valor de A, By C

A2 1
Al=1B 1 1= —2A+43B+C—x= Al _ —2A+38+C
C 1 - |Al 2

1A 1 N
Al=1 B 1|=24A-28—-sy="2=A-8
1 C -1 |Al
12 A
lAl=11 1 8 :B—Cez:v\z':ﬂ
11 C |Al 2
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SOLUCIONARIO 3

En un supermercado se venden huevos de categorias XL, L y M. Averigua el precio
de una docena de cada tipo de huevos sabiendo que:

» Carmen compré una docena de cada categoria y pagd 4,90 €.

* Jesus pag6 9,60 € por 2 docenas XL y 4 docenas M.

o Esther se llevo 3 docenas Ly 3 My pagd 9,30 €.

Sean x, y, zlos precios de cada docena de huevos de categorias XL, Ly M,
respectivamente.

Entonces:

X+y+z=49 X+y+z=49 X+y+z=49 x =18
2X4+4z=9,6p > -2y +2z2=-02f > -2y +2z2=-02f >y =16
3y+3z=93 y+z=31 47 =6 z=15

Asi, la docena de huevos XL cuesta 1,80 €, la de categoria L vale 1,60 €
yladeM1,50€.

El bloque de pisos en el que vivo ha estado de obras. El administrador
de la comunidad esta tratando de descubrir cuanto cobran a la hora un electricista,
un fontanero y un albaiil. Sabe que:
» Enel4.° A el electricista estuvo 1 hora y el albaiiil 2 horas y tuvieron que pagar
78 € de mano de obra.
» En el 3.° D pagaron 85 € por las 2 horas que estuvo el fontanero y la hora
que estuvo el albanil.
» En mi casa estuvieron 1 hora el fontanero, 1 hora el electricista y 3 horas el albaiil
y nos cobraron 133 €.

¢Cuanto cobra por hora cada profesional?

Sean x, y, zlos precios por hora de trabajo del electricista, el fontaneroy el albafil,
respectivamente.

Entonces:

X+2z=78 X+y+3z=133 X+y+3z2=133
2y +z=85—> 2y+z=851— 2y +z=285
X+y+32=133 X+2z2=78 —y—z=-55

X+ y+3z=133 x =28
- 2y 4+z=85 =1y =30
y =30 z=25

El electricista cobra 28 €, el fontanero 30 € y el albanil 25 €.

Tengo ahorradas 20 monedas por un valor total
de 29,50 €. Hay cuatro veces mas monedas de 2 €
que de 1 €.También hay monedas de 50
céntimos. ;Cudntas monedas hay en total?

189
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097

098

Sean x, y, zlas monedas de 2 €, 1 €y 50 céntimos que tengo ahorradas,
respectivamente.

Entonces:
X+y+z=20 X+y+z=20 X+y+z=20
2x+y+0,52=295r — 20x +10y + 5z = 2951 = 15x + 5y =195
x =4y x—4y =0 Xx—4y =0
X+y+z=20 x =12

— I5x+5y =195 >y =3
65y =195 z=5

Hay 12 monedas de 2 €,3 de 1 €y 5 de 50 céntimos.

Pilar compra 200 acciones de la empresa A, 150 de By 100 de Cy paga 3.300 €
mientras que Juan gasta 3.750 € por la compra de 50 acciones de A, 120 de By 240
de C. Con estos datos, jes posible saber el precio de cada accién? ;Y si cada accion
tiene un precio entero comprendido entre 1 € y 12 €, ambos incluidos?

Sean x, y, zlos precios de las acciones de las empresas A, By C, respectivamente.
Entonces:

200x + 150y 4100z = 3.300
50x +120y + 240z = 3.750

‘200 150

=16500 =0
50 120

Los rangos de la matriz de coeficientes y de la matrizampliada son iguales a 2,
como el sistema tiene 3 incégnitas, el sistema es compatible indeterminado.
Es decir, el sistema tiene infinitas soluciones de la forma:

200x + 150y 4100z = 3.300 4x +3y + 22 =166
50x + 120y + 240z = 3.750 S5x +12y + 24z =375

16X —111
AT
4x 4+ 3y 4+ 2z =066
- 170 —
33)/—0—862:1‘170} y:% con X eR
zZ=X

Con los datos no es posible determinar los precios de las acciones.

Si las acciones tienen un precio entero, el valor de la accion de la empresa C solo
puede ser de 9 €, asi las acciones de la empresa Avalen 3 € ylasde B 12 €.

El encargado de un almacén de electrodomésticos desea conocer lo que pesan un
frigorifico y una lavadora. Como no tiene bdscula requiere ciertas informaciones a

otros empleados:
« Sr. Moreno: un frigorifico y una lavadora juntos pesan 120 kg.

« Sr. Arce: el otro dia llevé en el camion 3 frigorificos y 4 lavadoras. La camioneta
vacia pesa 1.250 kg y con la carga pesaba 1.550 kg.

« Sr.Puente: yo llevé 4 frigorificos y 5 lavadoras y todo pesaba 480 kg.
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SOLUCIONARIO 3

Realiza los calculos para determinar los pesos. ;Qué sucede? Busca alguna
explicacion de esos resultados.

Seaxel peso de un frigorifico y sea y el de una lavadora.

Entonces:

x+y =120 X+y =120
3x + 4y =1550 — 12501 — 3x + 4y = 300
4x + 5y = 480 A4X + 5y = 480

‘1 l‘:]iO—)Rango(A):Z
1 1 120

3 4 300|=60=0— Rango (A*) = 3 = Rango (A) = 2 — Sistema incompatible
4 5 480

El sistema no tiene solucion, por tanto los datos recogidos no pueden ser
correctos.

Cuando en el afo 1800 Beethoven escribe su primera
sinfonia, su edad es diez veces mayor

que la del jovencito Franz Schubert. Pasa el tiempo

y es Schubert el que compone su célebre Sinfonia
Incompleta. Entonces la suma de las edades

de ambos musicos es igual a 77 afos. Cinco afos
después muere Beethoven y en ese momento Schubert
tiene los mismos afos que tenia Beethoven cuando
compuso su primera sinfonia.

Determinar el ano de nacimiento de cada uno
de estos dos compositores.

(Aragon. Junio 2004. Opcion A. Cuestion 1)

Sean x e ylos afos de nacimiento de Beethoven y Schubert, respectivamente,
y seazel afo en que se compuso la Sinfonfa completa.

Entonces:
1.800 — x =10(1.800 — y) —x + 10y =16.200
(z=y)+(z=—x)=77 > —Xx—y+2z2=77
z4+5—y=1800—x X—y+z=179

X—y+z=179 X—y+z=179
- —X—y+2z2=77 — —3x+y=-3513

—x 4+ 10y =16.200 —Xx + 10y =16.200
X—y+z=179 x=1770
- —3x+y=-3513 =y =179/
29x = 51.330 z=1822

Asi, Beethoven nacié en el afo 1770y Schubert en el 1797.
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Sistemas de ecuaciones lineales

100 | La liga de futbol de un cierto pais la juegan 21 equipos a doble vuelta. Este afio, los
partidos ganados valian 3 puntos, los empatados 1 punto y los perdidos 0 puntos.
En estas condiciones, el equipo campedn de liga obtuvo 70 puntos.
Hasta el afo pasado los partidos ganados valian 2 puntos y el resto, igual. Con el
sistema antiguo, el actual campedn hubiera obtenido 50 puntos.

{Cuantos partidos gand, empaté y perdio el equipo campedn?

Sean x, y, zlos partidos ganados, empatados y perdidos por el equipo,
respectivamente.

Entonces:

X+y+2z=40 X+y+2z=40 x =20
3X+y=70 > 3x+y=70 —=>yy=10
2x+y =50 —x =-20 z=10

El equipo gand 20 partidos, empaté 10y perdié otros 10.

101 | Las edades, en aios, de un nifo, su padre y su abuelo verifican las siguientes
condiciones:

» La edad del padre es o veces la de su hijo.

« Eldoble de la edad del abuelo mas la edad del nifio y mas la del padre es de 182
anos.

« El doble de la edad del niflo mas la del abuelo es 100.
a) Establece las edades de los tres suponiendo que ov = 2.
b) Para a =3, ;qué ocurre con el problema planteado?

¢) Siguiendo con av = 3, jqué ocurre si en la segunda condicion la suma es de 200
envezde 1827

Sean x, y, zlas edades del nifio, del padre y del abuelo, respectivamente.

Entonces:
Y =ox ax—y=0 X+y+2z2=18
2274+ x+y=182 = x+y+22=182 > ax—y =0
2x 4z =100 2x + 7 =100 2x 4z =100
T 12
a Sla=2-A={2 -1 0|=1=0
201
182 12 1182 2 11182
Al=] 0 —1 0|=18 IAl=|2 0 0|=36 |Al=[2 -1 0|=064
100 0 1 2100 1 20 100
Al ol LAl
Al A Al

El hijo tiene 18 afos, el padre 36y el abuelo 64.
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SOLUCIONARIO 3

3 -1
1 1182
3 -1 0|=—36 =0 — Rango (A*) = 3 = Rango (A) =2
2 0 100
Sistema incompatible
Q y =3x 3x—y=0 X+y+2z=200
224+ x+y =200t > x+y+22=200; = 3x—y=0
2x+z =100 2x+ 2z =100 2x 4+ z =100
1 1200
3 -1 0|=0 — Rango (A*) = 2 =Rango (A) < n.° deincdgnitas
2 0 100

Sistema compatible indeterminado

En una caja hay monedas de tres tipos: de 2 €, de 1 € y de 50 céntimos.

Se sabe que, en total, hay 33 monedas y el valor conjunto de todas ellas es de 40 €.
{Se puede determinar el nimero de cada tipo de monedas?

Si la respuesta es afirmativa, encuentra el nUmero de cada uno de los tipos
de moneda.

Si la respuesta es negativa, encuentra, al menos, dos conjuntos diferentes
de 33 monedas de los tipos descritos y de manera que el valor total sea de 40.

(Pais Vasco. Junio 2002. Bloque E. Cuestion E)

Sean x, y,zel nimero de monedas de 2 €, 1 €y 50 céntimos que hay en la caja,

respectivamente.

Entonces:
X+y+z=33

2x4+y+0,5z=40

5 1 ‘ = — 1= 0 — Los rangos de la matriz de coeficientes y de la matrizampliada

son iguales a 2, como el sistema tiene 3 incognitas, el sistema
es compatible indeterminado. Es decir, el sistema tiene infinitas soluciones

de la forma:
x=7+05X\
Xty+z=3  x+y+2=31_1 _ 2% _15\ conreR
2x+y+0,52 =40 —x+0,52=—-7 SN

Respuesta abierta: dos soluciones posibles son 8 monedasde 2 €,23de 1 €
y 2 de 50 céntimos, o bien, 9 monedas de 2 €, 20 de 1 € y 4 de 50 céntimos.
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Sistemas de ecuaciones lineales

103 | De tres nimeros, x, y, z, sabemos lo siguiente: que el primero mas el segundo suman
0; que el primero mas el tercero suman 1; que la suma de los tres es 0y, para
terminar, que el primero multiplicado por un nimero k mas el doble de la suma
del segundo y el tercero da 1.

a) ;Qué puede decirse del valor de k?
b) ;Cuanto valen esos tres nUmeros?

x+y=0 x+y=0
X+z=1 N X+z=1
x+y+z=0 X+y+z=0
kx +2(y +2)=1 kx +2y+2z=1

Considerando las tres primeras ecuaciones:
x+y=0 x =1
X+z=1f—=>1y=-1
z=0 z=0
Si sustituimos en la Ultima ecuaciéon:k —2=1— k=3

Por tanto, si k = 3 el sistema es compatible determinado y los nimeros son:
1,—1y0
Si k = 3 el sistema es incompatible, es decir, no tiene solucién.

104 | En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se
fabrican poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:
« Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura.
» Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura.
» Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura.
Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescadoy 160 g
de verdura por kilo de alimento, ;qué porcentaje de cada uno de los compuestos
anteriores hemos de mezclar para obtener la proporcion deseada?

Sean x, y, zlos porcentajes de carne, pescadoy verdura que se encuentran
en los alimentos, respectivamente.

Entonces:

600x + 300y + 200z = 470 60x + 30y + 20z = 47
300x + 400y + 600z = 370 t — 30x + 40y + 60z = 37

100x 4 300y + 200z = 160 5x 415y 4+ 10z =8
60 30 20
|Al=30 40 60|= —25000= 0
5 15 10
47 30 20 A
Al=1]37 40 60]|=—-15500 = x = % = 0,62
8 15 10 Al
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106

SOLUCIONARIO 3

60 47 20 al
|Al=130 37 60|=—5500—y=-2=022
5 8 10 Al
60 30 47 il
|A)=[30 40 37|=—4000—>z=-2=0,6
5 15 8 Al

Los porcentajes son: 62 %, 22%y 16 %.

Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si te doy la tercera parte
del dinero que tengo, los tres tendremos la misma cantidad. Calcular lo que tiene
cada uno ellos sabiendo que entre los tres retinen 60 €.

(Aragon. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 1)

X +y +z =60 X =30
i—i—y =x——1—>31y=10
> 7=20
— +y =z =0

3

Un coleccionista decide regalar un montoén de sellos.
A cada persona con la que se encuentra le da

la mitad de los sellos que llevaba mas uno,

y se encuentra exactamente con 6 personas.

Si al final regala todos los sellos, jcuantos sellos
tenia el coleccionista?

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque E. Cuestion E)

Sea x el numero de sellos que tenfa el coleccionista.

A la primera persona le da: §+ 1

A la segunda:
RO ]| PSS S (] P S PR SO IO, L
2 2 4 2 4 2
A la tercera:
RO (SIS U SR | P SIS PR SN B SIS R, SO SIS S
2 4 2 4 2 8 4 8 4
Ala cuarta:
PSS (S USRI | P B ) MR [
2 4 2 8 4 8 4
X T x 1
16 8 16 8
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Sistemas de ecuaciones lineales

A la quinta:
X X 1 X 1 X 1 15x 15
X—|—+1+—+——+—F—4+—+—||: 24+ 1=|x————|:12+1=
2 4 2 8 4 16 8 16 8
X 15 X 1
=t =4 —
32 16 32 16

A la sexta:

X X 1 X 1 X 1 X 1
X—|—+1+—+—=+—=+—+—+—+—+—||: 2+ 1=
2 4 2 8 4 16 8 32 16

31x 31 X 31 X 1
= x-——-—|2+1=———-—=+1=—+—
32 16 64 32 oz 32
Entonces:
X X 1 X 1 X 1 X 1 X 1
-+ttt 44—+ —+—4F—4+—=x
2 4 2 8 4 16 8 32 16 64 32
%63—)(+@:x—>63x+126=64x—>><:126
64 32

107 | Juliay Pedro estan hablando por teléfono para comprobar que los sistemas que han
resuelto les dan los resultados. Solo hay uno donde los resultados son diferentes.

A+38 1TIN+18
Para Julia las soluciones de ese sistema son x = ;_ Y= ;_ ,Z=N,
10 7n—18
mientras que para Pedro son x = IL‘]: Y =W Z= HT . Después

de cerciorarse de que ambos han escrito el enunciado del problema de la misma
manera, empiezan a pensar que quizds sean dos maneras diferentes de resolver
el mismo sistema de ecuaciones. Decidelo tu.

A48

/ 7x=2+38 7x—2z=28
y:W\+1fﬂ _>7y:11z+]8}_>7y—112218}
Z=X
_ p+10
0 1x=y+10 1Mx—y =10
y**; | Trz=7y 8] Try—1z=18

Si formamos un sistema con las tres ecuaciones:

/xX—z2=38
7y =11z =18
1x —y =10

comprobamos que ambas soluciones son correctas.

196



PREPARA TU SELECTIVIDAD

Dada la matriz A = [(1)
tales que AP = PA.

(Madrid. Junio 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

(1 2) [a b]_|a+2c b+2d
AP_[O 1] c d]_[ c d ]
_la b} (1 2|_f{a 2a+b

R
a+2c=a c=0
pp=pu 020 =2a+bl_,1d=a
c=c c=c

d=2c+d 0=c

Las matrices P son de la forma [g Z] cona,b eR.

2 0 5] (x —2 5
Resuelve:| 1 1 —2|-|y|+| 2|=]|0
=11 1 |z 3 2

(Andalucia. Junio 2006. Opcioén B. Ejercicio 3)

2 0 5] [x -2 5 2 0 5
T 1 =2|-|y|+]| 2|=|0|—=| 1 1 =2{
-1 1 1 |z 3 2 -1 1 1
X 2 0
->lyl=| 1 1
z -1 1
3 5
20 5 16 16
11 —2:16::O—>A"fi %
-1 1 1 i _i
8 8
3 5 >
X 16 16 16 7 1
1 7 9
yl=|— - — - [=2l=|-1
7 16 16 160 |4 1
11
8 8 8

?] encontrar todas las matrices P = [a b
c

SOLUCIONARIO 3

)
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Sistemas de ecuaciones lineales

3 | Se consideran las matrices A = ,B=(@ 2 3)yC=(4 0 2.

- < X
N OX
N < X

a) Halle los valores x, yy z para los que A no tiene inversa.
b) Determine los valores de a para los que el sistema BA = C tiene solucion.
¢) Resuelva el sistema anterior cuando sea posible.

a) Ano tiene inversa si |A| =0.

=Y

- < X
N O

X
1
1

N O <

X
T=yly—y2)=y(1-2)
z

N < X

Lainversano existesiy=00z=1.

X y X ax+2y+3=4
b) BA=C—>(a@ 2 3|y 0 y|=(4 0 2)> ay+3z=0
1z z ax+2y+3z=2
ax 42y =1 a 2 0 a 2 011
ay+3z=0f—>A=|0 a 3 A*=10 a 310
ax+2y+3z=2 a 2 3 a 2 3|2
‘2 0‘2610
a 3
a 2 0 2 0 1
0 a 3|=3d a 3 0|=3a+6
2 3 2 3 2

« Sia=0— Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incégnitas
Sistema compatible determinado

+ Sia=0— Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible

o) Sia=0:

12 0

Al=]|0 a 3|=30+6—>x=
> 2 3 Al 3q a

Al =

o
(@]
w

I

|
w
Q
\:
<

I

|

\

|

\

Al=10 g 0|l=a®> > z= = =—




SOLUCIONARIO 3

X—y+z=-1
Se considera el sistema y + z = 2a 1 donde a es un parametro real.
x+2z=a’

a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.
b) Resolver el sistema paraa = 0.
c) Resolver el sistema paraa=1.

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba B. Problema 1)
T =11 —1 —1

a) A=|0 11

1 0 2

1 1
A*=10 1 1]|2a
1T 0 2|d
1T =11 1T =1 =
lAl=lo 1 1]=0 0 1 2a|l=ad"—2a+1=(@—1"
1 0 2 1 0 &
1 -1
0 1:1¢O—>Rango(A):2

« Sia=1-—Rango (A*) = 3 = Rango (A) = 2 — Sistema incompatible

« Sia=1—Rango (A) = Rango (A*) = 2 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

b) Para g = 0 — El sistema es incompatible, no tiene solucién.

¢) Paraa=1 consideramos el sistema:

- z=1=2X\
x—y:——z}_> y=2-X conx\eR
z

2

y=2-z N
ax+y+z=1
Dado el sistema dependiente del parametroo: x +ay +z =1
X+y+az=1

Se pide:

a) Determinar, razonadamente, los valores de o para los que el sistema es
compatible determinado, compatible indeterminado e incompatible.

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado.
¢) Obtener, razonadamente, la solucién del sistema cuando o = 0.

(C. Valenciana. Junio 2008. Bloque 1. Problema 1)
Q

a) A=|1

1

11
a 1
1 «
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Sistemas de ecuaciones lineales

a 1 1 a+2 1 1 T 1 1
Al=]1 o 1|=|a+2 o T|=@+21 o 1|=
T 1 « a+2 1 « 1T 1 «
1 1 1
=(@+2)0 a=1 0 |=(a+2(cx—17
0 0 oa—1
a 1 1 a—1 0 1
1T o 1= 0 a—=1 1=(@=17
1T 11 0 0 1

« Sia € R —{=2,1} > Rango (A) = Rango (A*) = 3 = n.° de incognitas
Sistema compatible determinado
« Sia=—2— Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
+ Sia=1— Rango (A) = Rango (A*) = 1 < n.° de incégnitas
Sistema compatible indeterminado

b) Sia eR—{=2,1 = Al = (0 4+ 2)(a — 1

T 1 1

Al=11 o 1 :(&_1)2_>XZ|AX|: 1
1 1 Q |A| OL+2
a 1 1

|Ay|: T 11 =(0L71)2—>y:m: !
T 1 « |Al oa+2
a 1 1

|AZ|: T ol :(OL*Dz — 7= |AZ| = !
111 Al a2

6 | Cierto pais importa 21.000 vehiculos de tres marcas A, By C al precio de 10.000,
15.000 y 20.000 € respectivamente. El total de la importacién asciende a 332
millones de euros. Se ha observado que también hay 21.000 vehiculos contando
solamente los de la marca By o veces los de la A.

a) Plantea un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema en funcién
del niumero de vehiculos de cada marca.

b) Establece el nimero de vehiculos de cada marca suponiendo o = 3.

c) Estudia si existe alguin valor o para el cual la situacién no pueda darse
en el campo de los nimeros reales.

a) Seanx,y,zlos vehiculos de cada marca. Entonces:

X + y+ z = 21.000 X+ y+ z=21000
10.000x 4 15.000y + 20.000z = 332.000.000 t — 10x + 15y + 20z = 332.000
ox + % = 21.000 oxX 4+ = 21.000



SOLUCIONARIO 3

X+ y+z=21000 X+ y+z=21000
b) Sia =3— 10x 4+ 15y + 20z = 332000} — 10x + 5y = 88000
3x 4 y = 21.000 3x 4+ y = 21.000

X+ y+z= 21000 x = 3400
— 10x + 5y =88.000 — {y = 10.800
5x =17.000 z = 6800

11 11 1] 21000
9 A=[10 15 20 A =110 15 20332000
« 1 0 o« 1 0] 21000
1
10 15 20|=50—10 ‘ ] 1‘:5::0
10 15

o 1 0

11 21,000

10 15 332000] = 17.000c — 17.000

o 1 21000

Sia=2— Al = 0 = Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible
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